Normalverteilung und Sigma-Regeln

Stochastik

Y = P30,10(X)

y
0,05+
0,04+
0,03+

Gegeben ist der Graph der Dichtefunktion

einer normalverteilten ZufallsgroBe mit u = 30 I

und o =10. o
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Mithilfe der Sigma-Regeln lassen sich zu gewissen vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten zuge-

horige Datenintervalle | ermitteln.

Die geldufigsten Sigma-Regeln fir eine N, verteilte Zufallsgrofie X sind im Merkkasten
notiert. Dabei werden die Wahrscheinlichkeiten fir Intervalle angegeben, die symmetrisch um
den Erwartungswert u liegen. In Fig. 1 finden sich die Wahrscheinlichkeiten fir die o-, 26- und
36-Umgebung um . Fig. 2 gibt die Intervalle um den Erwartungswert u wieder, deren Wahr-

scheinlichkeiten typische Werte (90 %, 95% und 99 %) annehmen.

o

Eine normalverteilte
Zufallsgrofie mit den
Parametern p und o heifdt
N,, overteilt.

Fur eine N, ,~verteilte Zufallsgrofie gelten folgende Sigma-Regeln:

Intervall | P(Xel) Intervall |
[H-0; u+ol = 0,683 [H-1640; u+1640]
[H-20; p+20] ~ 0,954 [H-1960; u+1960]
[M-30; p+30] = 0,997 [H-2580; u+2580]

Fig.1
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Furz.B. u=15 und o =7 gilt fir das Intervall [15-7; 15+ 7] = [8; 22] gemaR Fig. 1:

P(Xe[8;22]) = 0,683.

Ist fir u=15 und o =7 ein um u symmetrisches Intervall | mit P(X€l) = 0,95 gesucht, so

folgert man aus Fig.2: 1= [15-1,96-7; 15 +1,96 - 7| = [1,28; 28,72].

Da der Graph der Dichtefunktion einer normalverteilten Zufallsgrofie symmetrisch zur Geraden
x = 1 verlduft, lassen sich aus den Sigma-Regeln auch noch weitere Wahrscheinlichkeiten ab-

leiten.

Aus Fig. 2 ergibt sich fir die Ny, ;-verteilte

y

ZufallsgroBe X z.B. 0,5

P(Xe[15; 15 +1,96 - 7]) = P(X € [15; 28,72]) 0,4_5

0,95 :

= === 0,475 03

und mithilfe der Symmetrie und des Gegen- 0,2

ereignisses 01

P(X228,72)=%— P(Xe(15; 28,72]) _/
=3 - 0,475 = 0,025. -5 0[1 5
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P(Xe[8;22])
=P(8=X=s22.
Esist
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Fur eine Ny, ;-verteilte Zufallsgrofe X lassen sich mit den Sigma-Regeln Intervalle zu gewissen

' . . . . . . . . Statt (- o0; ¢) bzw. (¢; o)
vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten finden. Dies gelingt fiir Intervalle, die symmetrisch um u kann man auch (- o; c|
liegen oder i als eine Intervallgrenze haben oder von der Form (- eo; ¢) oder (c; o) sind. bzw. [c; =) schreiben.

o)

Beispiel 1 Zu vorgegebener Wahrscheinlichkeit das passende Intervall um p finden
Geben Sie zu einer Ny, 75-verteilten Zufallsgrofie X ein Intervall | an, das symmetrisch um den
Erwartungswert liegt und die angegebene Wahrscheinlichkeit hat.

a) P(Xel) = 0,954 b) P(Xel) = 0,99 ¢) P(Xel) =0,90 d) P(Xel) = 0,683
Losung

a) 1=[200-2-75; 200 + 2 -75] = [50; 350] (20-Intervall um p)

b) 1=[200 - 2,58 - 75; 200 + 2,58 - 75] = [6,5; 393,5] (2,58 c-Intervall um )

c) 1=1[200-1,64 -75; 200 +1,64 - 75] = [77; 323] (1,64 0-Intervall um p)

d) 1 =[200 - 75; 200 + 75| = [125; 275] (c-Intervall um p)

Beispiel 2 Zu vorgegebener Wahrscheinlichkeit ein Intervall finden
Bestimmen Sie zu einer N3, go-verteilten Zufallsgrofie X die Zahl ¢ so, dass das Intervall die
angegebene Wahrscheinlichkeit hat.

a) P(X€[300; c]) = 0,45 b) P(X&(-w; c]) = 0,05
) P(Xe|[c;300)) = 0,3415 d) P(Xe|c, »)) = 0,1585
Losung

a) Gemaf Fig. 2 im Merkkasten auf Seite 1ist P (X€ [201,6; 398,4]) = 0,9. Aufgrund der Symme-
trie um p =300 ist das gesuchte Intervall [300; 398,4]. Also ist c = 398,4.
b) GemaR Fig. 2 im Merkkasten auf Seite 1ist P(X€& [201,6; 398,4]) = 0,9. Aufgrund der Symme-

trie um u =300 folgt mit dem Gegenereignis P (X€&(-o0; 201,6]) = 02’1 =0,05.

Also ist ¢ =201,6.

¢) GemaR Fig. 1im Merkkasten auf Seite 1ist P (X & [240; 360]) = 0,683. Aufgrund der Symme-
trie um p =300 ist das gesuchte Intervall [240; 300). Also ist c = 240.

d) GemaR Fig. 1im Merkkasten auf Seite 1ist P (X & [240; 360]) = 0,683. Aufgrund der Symme-

trie um 1 =300 folgt mit dem Gegenereignis P(X€ [360, o)) = 22> = 01585,
Also ist ¢ =360.
Aufgaben

O 1 Geben Sie zur Nsgg, 1o0-verteilten Zufallsgréfe X ein Intervall | an, das symmetrisch um = 500
liegt und die angegebene Wahrscheinlichkeit hat.
a) P(Xel) = 0,683 b) P(Xel) = 0,99 c) PXel) =095
d) P(Xel) = 0,997 e) P(Xel) = 0,954 f) PXeD=1

O 2 Die Lebenszeit einer Gliihbirne l&sst sich mit einer N2s00, s00-Verteilten Zufallsgrofie X modellieren
(alle Angaben in h). Bestimmen Sie mithilfe der Sigma-Regeln die Wahrscheinlichkeit des gege-
benen Ereignisses.

a) A: Die Glihbirne brennt zwischen 2000 und 3000 Stunden.
b) B: Die Gluhbirne brennt mehr als 3500 Stunden.
c) C: Die Gluhbirne brennt weniger als 1000 Stunden.

O 3 Das Gewicht einer Tafel Schokolade ist normalverteilt mit u =100 und o =1 (alle Angaben in
g). Bestimmen Sie mithilfe der Sigma-Regeln die Wahrscheinlichkeit des gegebenen Ereignisses.
a) A: Die Tafel Schokolade wiegt 103 g oder mehr.
b) B: Die Tafel Schokolade wiegt zwischen 100g und 102 g.
c) C: Die Tafel Schokolade wiegt weniger als 98 g.
d) D: Die Tafel Schokolade wiegt zwischen 101g und 103 g.

2 Normalverteilung und Sigma-Regeln
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Bestimmen Sie fiir eine N;3s, 5o-verteilte Zufallsgrofe mithilfe der Sigma-Regeln ein Intervall | mit
der gegebenen Wahrscheinlichkeit.
a) PXel) = 0,95 b) P(Xel) = 0,997

Bestimmen Sie fiir eine Ny, 3o-verteilte Zufallsgréfie X die gesuchte Wahrscheinlichkeit.
a) P(Xe[170; 230]) b) P(X & (110; 170)) ¢) P(xe(170; 260])

—o0

Bestimmen Sie zu einer N5, -verteilten Zufallsgréfie X die Zahl ¢ so, dass das Intervall die ange-
gebene Wahrscheinlichkeit hat.

a) P(Xe[70;c)) = 0,475 b) P(Xe(-eo; c]) = 0,025

) P(Xe(c; =)) = 0,005 d) P(Xe|c; 70)) = 0,4985

Ein Hersteller von Tennisschlagern gibt auf
seinen Schlagern deren Gewicht mit 270g (+7)
an. Das Gewicht dieser Tennisschlager wird als
normalverteilt angenommen.

Wie grofd muss die Standardabweichung ¢
sein, damit 95% der produzierten Schldger in
dem vom Hersteller genannten Toleranzbe-
reich um den Erwartungswert liegen?

Bestimmen Sie zur normalverteilten Zufallsgréfe X mit u =290 die Standardabweichung o so,
dass die Aussage gilt.

a) Das Intervall [290 - 11; 290 + 11] hat die Wahrscheinlichkeit 0,99.

b) Das Intervall [310; =) hat die Wahrscheinlichkeit 0,0225.

c) P(IX-290]<30) =095 d) P(IX-290]|>47) =0,

e) P(Xe(-;29)) = 0,025 f) P(Xe(245; 335)) = 0,003

Bestimmen Sie zur normalverteilten Zufallsgréfe X mit der Standardabweichung ¢ =200 den
Erwartungswert 1 so, dass die Aussage gilt.

a) P(Xe [u; 492]) = 0,475 b) P(Xe (35; u]) = 0,3415
¢) P(Xe€[157; «)) = 0,025 d) P(X<(730; 1130]) = 0,477
e) P(Xe[150; 550)) = 0,157 f) P(Xe€[8429; «)) = 0,05

o

Bestimmen Sie zur N3y, ,-verteilten Zufallsgrofe X den Wert von ¢ so, dass die Aussage gilt.
a) P(Xe[-; 419)) = 0,975 b) P(Xe(301; 331]) = 0,8185

Bestimmen Sie L so, dass fir die N, 15o-verteilte ZufallsgroRe X gilt: P(X € (400; e0)) = 0,95.

—o0

Erldutern Sie, dass die Sigma-Regeln fiir alle Werte der Parameter j und ¢ einer normalverteilten  Tipp:

Zufallsgrofie gelten. Hier muss mit der
Dichtefunktion der

Normalverteilung

Eine Normalverteilung mit den Parameterwerten p=0 und o =1 heif3t Standardnormalver- gearbeitet werden.
teilung.
a) Finden Sie fiir eine standardnormalverteilte Zufallsgréle X eine Zahl /\ (auf zwei Nachkom-

mastellen gerundet), sodass P(Xe[-/\; /.]) =0,8 ist.

b) Uberpriifen Sie anhand beliebiger Werte fiir j und o, dass fiir die N, o-verteilte ZufallsgroBe Y
und fur die Zahl /\ aus Teilaufgabe a) ebenfalls P(Ye(u - /; p+ /) =08 gilt.

3 Normalverteilung und Sigma-Regeln
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Das gesuchte Intervall ist (gerundet auf zwei Nachkommastellen) [23,26; 36,74]. (Die Intervallgrenzen

kdonnen auch offen sein.)

Aus der Grafik kann man das Intervall nicht so genau wie angegeben ablesen. Lésungen wie z.B. [23; 37]

oder [22;39] sind mdglich.

1
Hinweis:

Die Intervallgrenzen kdénnen - bis auf Teilaufgabe f) - jeweils auch offen sein.

a) [400; 600] b) [242; 758] c) [304; 696]
d) [200; 800] e) [300; 700] ) (-o0; 0)
2
a) P(A)=P(Xe[u-0; u+o])=0683
1-P(Xe[u-20; p+2 .
b) P(B) - (Xe[p . o p+20]) 1 (;,954= 0023
1-P(Xe[u-30; u+3 .
0 p(o) - PR30 B 30]) 120997 o015
3
a) PA) =% _ 00015 b) P(B) = 22 = 0,477
0 PO=""22"-0023 d) P(D) = 2272088 _ 157
4
Bei den Intervallen sind auch offene Grenzen méglich.
a) [637;833] b) [585; 885]
5
a) P(Xe[170;230]) =P([u-o; p+0])=0,683
P(Xe[n-30; u+30]) - P(XE[u-0; p+ _
b) (Xe(110;170)) = L XS 730 1 01)2 (X€ln-0i p+ol) = 072088 _ 157
P(Xe[u-20; p+20]) - P(XE[u-0; p+
O P(X(170;260]) = P(XE [ - 0 1+ o]) + o =200 w20]) “PIXE[R 0 o)
= 0,683 + 222058 _ 8185
6
a) ¢c=70+196-7=28372 b) ¢=70-196-7=56,28
c) ¢c=70+258-7=288,06 d) c=70-3-7=49
7

Es muss 7=1,96-c gelten, also o= 3,57

8

a) Esmuss 11=258 -0 gelten, also o = 4,26.

b) Esmuss 20=2- o gelten, also ¢ =10.

c¢) Esmuss 30=196-c gelten, also ¢ =1531.

d) Esmuss 47 =164 - o gelten, also o = 28,66.

e) Esmuss 290 - 29 = 261=1,96 - o gelten, also ¢ = 133,16.
f) Esmuss 335-290=45=3"-0 gelten,also o ="15.
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a) Es muss gelten: p+1960 =492 (halbe 1,96 5-Umgebung), also p =492 - 1,96 - 200 = 100.
b) Es muss gelten: p - o =35 (halbe o-Umgebung), also =35 + 200 = 235.
c) Es muss gelten: p+1960 =157 (oberer Bereich auflerhalb der 1,96 c-Umgebung), also
u=157-1,96-200 = -235.
d) Es gibt zwei Losungen: Entweder ist =730 (obere 26-Umgebung) oder es ist p =1130 (untere
2 0-Umgebung).
e) Es gibt zwei Losungen: Wenn [150; 550] das Intervall zwischen p+ o und p+ 30 ist, dann muss
u+0=150 gelten, also u =150 - 200 = -50. Wenn [150; 550] das Intervall zwischen -3¢ und p -0 ist,
dann muss pu - o =550 gelten, also u =550 + 200 = 750.
f) Es muss gelten: u + 1,640 = 8429 (oberer Bereich auf3erhalb der 1,64 6-Umgebung), also
1= 8429 - 1,64 - 200 = 8101.
10
a) Es muss gelten: p+1,960 = 419 (Bereich von - bis 321+1,960), also ¢ = % =50
b) Es muss gelten: p-20 =301 (Bereich von 321-2c bis 321+0), also ¢ = M =10.
1"
Es muss gelten: u -1,640 =400 (Bereich von p-1,640 bis o), also u =400 +1,64 - 150 = 646.
12
Die Dichtefunktion f einer normalverteilten Zufallsgréfle entsteht aus der Dichtefunktion f, der Standardnor-
malverteilung. Dabei wird fy so transformiert, dass der Graph von f weiterhin symmetrisch zu x = u verlauft,
dort sein Maximum und Wendestellen bei u + ¢ hat und Jf(x)dx =1 ist.
Dass die prozentualen Fldchenanteile gleich bleiben, weist man exemplarisch am Intervall [y; p + o] nach:
(x- 2 1
; I B P A a3
Es seien f(x) Tl 2062 und fy(x) e e 2
u+o 1
Zu zeigen ist: _[ fx)dx = Jfo(x) dx.
i 0
Verschiebt man den Graphen von f in x-Richtung so, dass 1 =0 ist, &ndert sich der Wert des Integrals nicht.
uto o3 1 71(5)2 1 a 71(1)2
i [ e2 = . 2
Es ist also _}[ f(x)dx _([Gm e 2\o/ dx T E[e o/ dx.
1
Es sei G eine Stammfunktion von g mit g(x) = e2°,
Dann erhélt man mit linearer Substitution:
a 1/x\2
1 (25 dx= -1 To-G(2)° = 1. 5+ [G(X)] = A [g(X)]° = -1 -
[ 2"'([e o dx oV2m [G G(U)]O oV2m o [G(U)]O V2n [G<0)]0 M[Gm G(O)].
Dies ist aber gleichbedeutend mit ﬁ[G(x)P, was identisch ist mit
; 1 ; 1 1, 1
1. -1 [e2 -
T _([g(x)dx T ie dx _([fo(x)dx.
Damit ist gezeigt, dass das Integral tiber eine (halbe) Sigma-Umgebung unabhangig von den Parametern p
und o der Normalverteilung ist. Analog folgt dies fir alle weiteren Sigma-Umgebungen.
13
. 1-08
a) Fir P(Xe[-/; /A]) =08 folgt P(X=-/)=-—5"=01.
Mit dem Taschenrechner folgt (durch Ausprobieren oder Verwenden der ,inversen Normalverteilung”)
-/\ =-12816, also =1,28.
b) Individuelle Losung.
5 Normalverteilung und Sigma-Regeln
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