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Der Satz von de Moivre-Laplace
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Abgebildet sind die Histogramme zu binomi- 0301
alverteilten Zufallsgréfien mit dem Parameter 0251
p = 0,8 und verschiedenen Werten fiir n sowie z’ig_
verschiedene Gauf3'sche Glockenkurven. 0’10_
Beschreiben Sie die Gemeinsamkeiten und 0'05_
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Die Kontur des Histogramms einer Binomialverteilung mit groRem n hat ihr Maximum beim
Erwartungswert p=n-p und Wendestellen bei u + o, wobei ¢ = \/n -p-(1-p) die Standard-
abweichung ist.

Die Kontur ldsst sich gut durch die Gauf3'sche Glockenkurve einer Normalverteilung mit den
Parametern u und ¢ annahern.

Abgebildet ist das Histogramm einer binomial- 0121 y
verteilten ZufallsgroBe X mit n =50 und 0:10_
p =04 0,08
Der Erwartungswert ist p=50-0,4 =20 und 0,064
die Standardabweichung 0.04-
o=\50-04-0,6 =12 = 3,464. 002
Die rote Kurve ist der Graph der Gauf3'schen '
Glockenfunktion @5, iz -

y= LP20;\/E(X)
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Die Wahrscheinlichkeit P(17 = X = 23) erhélt man aus dem Histogramm als Summe der Fl&-
cheninhalte der Sdulen zu den k-Werten von 17 bis 23. Sie kann damit durch den Inhalt einer
Flache zwischen Glockenkurve und x-Achse angendhert werden, die man mithilfe des folgenden
Integrals berechnet:

23,5
PU7<X<23)= | @ 35464 (X)cx = 0,6877.

16,5
Als Grenzen wéhlt man hier 16,5 und 23,5 (anstatt 17 und 23), denn die Flache der zugehorigen
Séaulen des Histogramms befindet sich genau zwischen diesen Werten. Diese Verénderung der
Integrationsgrenzen nennt man Stetigkeitskorrektur. Sie liefert einen besseren Naherungswert
beim Ubergang von der diskreten Binomialverteilung zur stetigen Normalverteilung.

Satz von de Moivre-Laplace: Fiir eine binomialverteilte Zufallsgréfe X mit den Parametern n
und p sowie reelle Zahlen a und b gilt

b+0,5
Pl@asXsbh)= J Py o0 dx,

a-0,5

wobei p=n-p und c=1n-p-(1-p) ist.

o [

Die N&herung ist hinreichend gut, wenn fiir die Standardabweichung ¢ > 3 gilt (Laplace-
Bedingung).
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Beispiel Wahrscheinlichkeiten ndherungsweise berechnen
Die Zufallsgrofie X ist Bygg, o 3-verteilt. Berechnen Sie die angegebene Wahrscheinlichkeit ndhe-
rungsweise mithilfe des Satzes von de Moivre-Laplace. Vergleichen Sie mit dem exakten Wert.

a) P(X = 35) b) P(X > 28) ) P(28=X=32)

Losung

Esist 1=100-0,3=30 und 6=1100-03-0,7 = V21 = 45583 > 3 (Laplace-Bedingung erfillt).
35,5

a) PX=35= J @30, 4,583 (¥ dx = 0,8850; der exakte Wert (auf vier Dezimalen) ist 0,8839.

b) P(X>28) = J @30, 4,583 (¥ dx = 0,6283; der exakte Wert (auf vier Dezimalen) ist 0,6232.
285
325
c) P28=X=32= J (30,4583 (X dx = 0,4146; der exakte Wert (auf vier Dezimalen) ist 0,4144.
275

Aufgaben

O 1 Die Zufallsgrofie X ist B,s, o 5-verteilt. Berechnen Sie die angegebene Wahrscheinlichkeit néhe-
rungsweise mithilfe des Satzes von de Moivre-Laplace.
a) P(X =108) b) P(X >110) c) P(100 = X = 120) d) P(102 < X < 118)
e) P(X>109) f) PX=112) g) P(98 < X =110) h) P(108 = X < 115)

o

2 FEin Gartencenter bietet Gurkensamen an, die zu 95% keimen. Berechnen Sie mithilfe des Satzes
von de Moivre-Laplace ndherungsweise die Wahrscheinlichkeit, dass von 600 ausgesdten Samen
a) hochstens 565 keimen, b) weniger als 570 keimen,
¢) mindestens 565 keimen, d) 565 bis 575 keimen.

@ 3 Die ZufallsgroRe X ist B0, o1-Verteilt. Berechnen Sie die angegebene Wahrscheinlichkeit nahe-
rungsweise mithilfe des Satzes von de Moivre-Laplace und bestimmen Sie den prozentualen
Fehler zum exakten Wert.

a) P(X<12) b) P(X = 5) c) PG6G=X=12) d) P(6<X=14)

o

4 Die ZufallsgréBe X ist binomialverteilt mit n =20 und p = 0,6.
a) Berechnen Sie P(13 = X =16) exakt, mithilfe des Satzes von de Moivre-Laplace mit Stetig-
keitskorrektur sowie mithilfe des Satzes von de Moivre-Laplace ohne Stetigkeitskorrektur.
b) Geben Sie zu den Ergebnissen von Teilaufgabe a) jeweils den prozentualen Fehler an.

— 0
® 5 Gegeben sind die By, o 4-verteilte Zufalls- y
grofe X und die GauR'sche Glockenkurve zu 0,18+
den Parametern u und c. 0,16 1
a) Geben Sie nattrliche Zahlen a und b so an, 0,14+
dass die Naherung mithilfe des Satzes von 0,12 -
de Moivre-Laplace fir die Wahrscheinlich- 0,10 1
keit P(a =X =b) einen zu groRen Wert 0,08
bzw. einen zu kleinen Wert ergibt. 0,06

b) Berechnen Sie fir die in Teilaufgabe a) 0,04-
gewahlten Zahlen a und b die prozentuale
Abweichung des Naherungswerts von
P(a = X =b) vom exakten Wert.

0,024

X
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2 Der Satz von de Moivre-Laplace
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Losungen

Einstiegsaufgabe

Bei wachsendem n werden die Histogramme immer breiter und flacher. Dies trifft auch auf die Glocken-
kurven zu. Die Histogramme werden auch immer symmetrischer. Die Unterschiede zwischen der Kontur des
Histogramms und der Glockenkurve werden immer geringer.

1
Esist n=225 p=05 pu=225-05=125 und o= V225 -0,5- 0,5 = /56,25 = 7,5 > 3; damit ist die Laplace-

Bedingung erfullt.
1085

a) P(X=108)= | @s7500dx = 0,2969

—o0

©

B) PXX>10)= | @r57500dx = 0,6051
110,5

120,5
) PA00=X=120)= [ @575 dx = 0,8154
%5 175
d) P02 <X <18)=PU03 =X =17 = [ Q57500 =0,6563
102,5

@) P(X>109) = | @qps,7500dx = 0,6554
109,5

©

) PX=112) = | Qs 7500dx = 05530

M5
1105

g) P(98 <X =110)=P(99 = X =110) = _[ Q115,75 %) dx = 0,3639
98,5

14,5
h) P08 =X <115) = | (5750 dx = 0,3526
107,55

2
Esist n=600, p=0,95, u=600-095=570 und o =1570 - 0,95 - 0,05 = 28,5 = 5339 > 3; damit ist die
Laplace-Bedingung erfuillt.

565,5
a) P(X = 565) = J Ps70,5, 5’339()() dx = 0,1996

569,5
b) PX<570)= | @505, 533X dx = 0,4627

)

) P(X = 565) = J Ps70,5, 5339 (x)dx = 0,8486

564,5
5755
d) P(565=<X=575) = | Qszgs, 5339 ¥ cx = 0,6971
564,5

3
Esist n=100, p=0,1, u=100-01=10 und ¢ = \/’100 -01-09 = Vo = 3; damit ist die Laplace-Bedingung
gerade nicht erfillt.

15

a) P(X<12) = _[ @110,3(X) dx = 0,6915; exakter Wert (auf vier Dezimalen): 0,7030; 8’?3;3 =0,9836; also pro-

zentualer Fehler: ca. -1,64%.

b) PX=5) = _[ @110,3(X)dx = 0,9666; exakter Wert (auf vier Dezimalen): 0,9763; g’g?gg =0,9907; also prozen-
45 !

tualer Fehler: ca. -0,99%.

125
c) P6=X=12)= J @110,3(X) dx = 0,7643; exakter Wert (auf vier Dezimalen): 0,7781; g’;(;gj =0,9823; also
45 '

prozentualer Fehler: ca. -1,77 %.

3 Der Satz von de Moivre-Laplace
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e 0,815
d) P(6<X=14)= J P10, 3 dx = 0,8115; exakter Wert (auf vier Dezimalen): 0,8103; 553 = 1,0015; also
65 '
prozentualer Fehler: ca. +0,15%.
4
a) Exakt: P(13 =X =16) = 0,3999.
Esist p=20-0,6=12 und o= \/20 -06-04 = \]4,8 = 2191 < 3; damit ist die Laplace-Bedingung nicht
erfillt.
16,5
Mit Stetigkeitskorrektur: P(13 = X =16) = J @12, 2191 (¥ dx = 0,3897.
125
16
Ohne Stetigkeitskorrektur: P(13 = X =16) = J(pqz; 2191 (¥ dx = 0,2901.
3
. L 0,3897 »
b) Mit Stetigkeitskorrektur: §3gg5 = 0,9745; also betrdgt der prozentuale Fehler ca. 2,55%.
Ohne Stetigkeitskorrektur: g'gggg = 0,7254; also betragt der prozentuale Fehler ca. 27,46 %.
5
Individuelle Losung, z.B.:
a) Esist u=20-04=8 und 0=120-0406 = V4,8 = 2191,
Zu grofier Wert: 10,5
Fir a=9 und b =10 ergibtsich P(9=X=10) = _[ @g,2191(x)dx = 0,2828. Der exakte Wert (auf vier Dezi-
malen) ist 0,2769. 8>
Zu kleiner Wert: 75
Fur a=5 und b =7 ergibtsich P(5=X=7)= _[(pg; 2191 (¥ dx = 0,3547. Der exakte Wert (auf vier Dezimalen)
ist 0,3649. 4
b) Prozentualer Fehler: % =1,0213, also ca. +213%, bzw. % = 0,9720, also ca. -2,80%.
4 Der Satz von de Moivre-Laplace
© Ernst Klett Verlag GmbH, Stuttgart 2020 | www.klett.de | Alle Rechte vorbehalten Autor: Prof. Dr. Torsten Schatz Seite zu: Lambacher Schweizer Kursstufe
M Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfaltigung fiir den eigenen ISBN-13: 978-3-12-735310-5
Unterrichtsgs ich Die i tihren sind




