Aufgaben zur Vertiefung der Stochastik im Leistungsfach
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Binomialverteilung: Wechsel des Parameters p
Ein Handler bezieht Gl&éser von einem Her-
steller. Diese sind in Kartons zu jeweils sechs
Stiick verpackt. Erfahrungsgemafd werden
beim Transport 3% der Glaser beschadigt.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Karton keine beschadigten Glaser
enthalt.

b) Der Handler bekommt 60 Kartons geliefert.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass
davon mindestens 52 kein beschadigtes
Glas enthalten.

Binomialverteilung: Wechsel des Parameters p

Eine Sorte Musli wird in 500-g-Packungen verkauft. Dabei enthalten abfiillungsbedingt 30% der

Packungen weniger als 500 g Musli. Das Misli wird in Kartons zu acht Sttick verkauft.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Karton nur Packungen mit mindestens 500g
enthalt.

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von zehn Kartons héchstens einer nur Packungen
mit mindestens 500 g enthalt.

Binomialverteilung: Zusammenhang zwischen B,,. , und B,,.1_,
Die Abbildung zeigt das Histogramm zu einer P(X=k)
binomialverteilten ZufallsgroBe X mit den
Parametern n=4 und p=0,25.

a) Skizzieren Sie das Histogramm einer
binomialverteilten ZufallsgroBe Y mit den
Parametern n=4 und p=0,75.

b) Formulieren Sie einen Zusammenhang zwi-
schen den Histogrammen der binomialver-
teilten Zufallsgrofen mit den Parametern n
und p sowie nund 1 - p.

c) Beweisen Sie den Zusammenhang aus
Teilaufgabe b).

Binomialverteilung: Verdnderung der Parameter

Beurteilen Sie die Aussage zur Binomialverteilung.

a) Wenn n und p gleich bleiben und k gréBer wird, dann wird P(X = k) kleiner.

b) Wenn k und p gleich bleiben und n gréler wird, dann wird P(X = k) kleiner.

¢) Wenn n und k gleich bleiben und p groBer wird, dann wird p* groBer. Also muss auch P(X = k)
grofer werden.

Binomialverteilung: Vertiefung zu p und ¢

Die Zufallsgroe X ist binomialverteilt mit n=20 und p = %.

a) Die ZufallsgroBe Y hat denselben Erwartungswert, aber die dreifache Standardabweichung.
Bestimmen Sie die zugehorigen Parameter.

b) Zeigen Sie, dass es keine Zufallsgrofle mit demselben Erwartungswert und der vierfachen
Standardabweichung gibt.

c) Beweisen Sie, dass fiir jede binomialverteilte Zufallsgréfe mit Erwartungswert p und Stan-
dardabweichung o gilt: u = ¢2
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6 Normalverteilung: Zusammenhang zwischen p und ¢ und der Glockenkurve | Einsetzbar ab Lern-
Ordnen Sie jedem Graphen der Gauf'schen y einheit 10 in Kapitel VIII.
Glockenkurve die passenden Parameter zu.
Begriinden Sie Ihre Entscheidung.

1 u=00=5
2 u=00= 1
Bl u-00-2
.“=0"’=0'75 8 -6 -4 2% 2 4 6 8 10
7 Normalverteilung: Zusammenhang zwischen p und ¢ und der Glockenkurve I Einsetzbar ab Lern-
Ordnen Sie jedem Graphen der Gauf'schen einheit 10 in Kapitel VIII.
Glockenkurve die passenden Parameter zu. 016
Begriinden Sie Ihre Entscheidung.
0,08
A p=30,0=3 B pn=28 ¢g-=3
-}1=20,0=2 .Jl=20,0=4 O 12 16 20 24 28 3
8 Normalverteilung: Glockenkurve und Wahrscheinlichkeiten | Einsetzbar ab Lern-
Abgebildet ist eine GauB'sche Glockenkurve mit ganzzahligen Parametern u und o. Geben Sie einheit 10 in Kapitel VIII.
diese an und berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, die dem Inhalt der markierten Flache ent-
spricht.
a) y b) y

c) y
04
02+
-6 -5 -4 -3 -2 -1 9
9 Normalverteilung: Glockenkurve und Wahrscheinlichkeiten Il Einsetzbar ab Lern-
Skizzieren Sie die GauR'sche Glockenkurve mit den Parametern u und o. Markieren Sie die einheit 10 in Kapitel VIII.
Flache, deren Inhalt der angegebenen Wahrscheinlichkeit entspricht.
a) u=0, o=1 by u=2 0=1 ) u=0 0=2 d) u=3 06=05
P-1=X=1) PO=X=2) PX=1) PB=X=4)
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Normalverteilung: Glockenkurve und Wahrscheinlichkeiten 111
Abgebildet ist die Gaui'sche Glockenkurve mit y
den Parametern p =8 und ¢ = 3. Skizzieren
Sie den Graphen im Heft und markieren Sie
die Flache, deren Inhalt der angegebenen
Wahrscheinlichkeit entspricht.

a) Pu-o=X=pu+o)

b) P(u-202X=pu+50) 007274 6. 8 10 12 14 16
Normalverteilung: Werte mithilfe der Glockenkurve bestimmen

Die Zufallsgrofie X ist normalverteilt. Die 06FVY

Abbildung zeigt den Graphen der zugehdrigen

Gauf3'schen Glockenfunktion. Die Parameter p 0,41

und o sind ganzzahlig.

a) Geben Sie p und ¢ an. 02+
b) Geben Sie P(X=3) an. X
¢) Bestimmen Sie mithilfe des Graphen nahe- ) I I I I l -

rungsweise P(3 =X =<5).

Normalverteilung: Auswirkung einer Verdnderung der Parameter auf die Glockenkurve

Die Zufallsgrofie X ist normalverteilt mit u =30 und o= 2.

a) Berechnen Sie P(26 = X = 34).

b) Beschreiben Sie, wie sich die Wahrscheinlichkeit aus Teilaufgabe b) éndert, wenn sich
(1) p vergroBert bzw. verkleinert, (2) o vergréBlert bzw. verkleinert.

Normalverteilung: Bestimmung von p durch Probieren

Eine Anlage zum maschinellen Abftillen von Mehl in 1-kg-Packungen kann auf ganze Gramm
genau eingestellt werden. Stellt man sie auf den Wert a ein, so wird die abgefiillte Menge (in g)
durch eine normalverteilte Zufallsgroe mit pu=a und o= 2,8 beschrieben. Weniger als 5% der
abgefillten Packungen sollen die angegebene Menge unterschreiten. Ermitteln Sie, auf welchen
Wert man die Anlage mindestens einstellen muss.

Normalverteilung: Eigenschaften der Glockenkurve

a) Begriinden Sie, dass die Gauf'sche Glockenfunktion @, ; nur positive Werte annimmt.

b) Beschreiben Sie, wie der Graph von @, ; aus dem Graphen von @, 4 hervorgeht.

) Begriinden Sie mithilfe von Teilaufgabe b), dass der Graph von @, ; achsensymmetrisch zur
Geraden mit der Gleichung x = u ist.

Normalverteilung: Bestimmung eines um p symmetrischen Intervalls

Die Anzahl der Eier, die ein Huhn einer bestimmten Rasse pro Jahr legt, kann durch eine normal-

verteilte Zufallsgrofie mit den Parametern u =190 und o =20 modelliert werden.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufallig ausgewahltes Huhn pro Jahr zwischen
170 und 210 Eier legt.

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Eier, die ein zuféllig ausgewahltes Huhn pro Jahr
legt, sich um hochstens ¢ von u unterscheidet, betrdgt mindestens 90 %. Ermitteln Sie die
kleinste nattrliche Zahl ¢ mit dieser Eigenschaft.

Normalverteilung: Bestimmung von p und ¢ aus gegebenen Wahrscheinlichkeiten

Die Zufallsgroe X ist normalverteilt mit dem Erwartungswert p und der Standardabweichung c.
a) Esist P(X <5)=P(X=9). Bestimmen Sie p.

b) Esist P(X=22) =059 und P(X =28) = 0,841. Bestimmen Sie .

c) Esist u=12 und P(X<10) = 0,182. Bestimmen Sie o durch Probieren (1 Nachkommastelle).

(o

Einsetzbar ab Lern-
einheit 10 in Kapitel VIII.

Einsetzbar ab Lern-
einheit 10 in Kapitel VIII.

Einsetzbar ab Lern-
einheit 10 in Kapitel VIII.

Einsetzbar ab Lern-
einheit 10 in Kapitel VIII.

Einsetzbar ab Lern-
einheit 10 in Kapitel VIII.

Einsetzbar ab Lern-
einheit 10 in Kapitel VIII.

Einsetzbar ab Lern-
einheit 10 in Kapitel VIII.

3 Aufgaben zur Vertiefung der Stochastik im Leistungsfach
© Ernst Klett Verlag GmbH, Stuttgart 2020 | www.klett.de | Alle Rechte vorbehalten Autor: Prof. Dr. Torsten Schatz Seite zu: Lambacher Schweizer Kursstufe
Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfaltigung fiir den eigenen ISBN-13: 978-3-12-735310-5

Unterrichtsgs ich Die i tihren sind




(o

Losungen

1

a) P(,Alle Glaser in einem Karton sind unbeschadigt.’) = 0,97¢ = 0,833

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Karton keine beschadigten Glaser enthalt, betrégt etwa 83,3 %.

b) X zahlt die Kartons, die kein beschadigtes Glas enthalten, und ist binomialverteilt mit n =60 und
p = 0,833.

P(X=52)=1-P(X=51=0,310

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 31,0 % enthalten mindestens 52 Kartons kein beschadigtes Glas.

2

a) Wahrscheinlichkeit, dass eine Packung mindestens 500 g enthalt: 0,7.
Wahrscheinlichkeit, dass ein Karton nur solche Packungen enthélt: 0,78 = 0,0576.
b) X: Anzahl der Kartons mit Packungen, die alle mindestens 500g enthalten

X ist binomialverteilt mit n =10 und p = 0,0576.

P(X =1 =0,890

3
a) ZuY gehort das rechte Histogramm. Links ist zum Vergleich noch einmal das urspriingliche Histogramm
zu X abgebildet.

P(X =k)
0,4-
0,51 n=4
p = 0,75
0,2
0,7-
LSNP N g

b) Die Histogramme sind an der Achse k = % gespiegelt.

(Dies gilt unabhangig davon, ob n gerade oder ungerade ist. Falls n gerade ist, so ist die Saule fur k = % bei
beiden Histogrammen gleich.)

c¢) Wenn X die Parameter n und p und Y die Parameter n und 1 - p hat, dann gilt:

PX=k = <E) -p-(1-p)"k und
n
P(Y=n—k)=<n_k)-(1—p)”'k-pk.
(E) ist die Anzahl der Méglichkeiten, k Objekte aus n Objekten auszuwahlen. Bei jeder Wahl bleiben n - k
Objekte Ubrig. Also ist die Anzahl der Méglichkeiten, n - k Objekte aus n Objekten auszuwahlen, gleich grof3

und somit gilt (E) = (n T k)'

Mithilfe der Formel fuir den Binomialkoeffizienten:

n _ n! _ n! _ n! _(n
n-kJ -0W-h--k)! -k kl-h-k! \k/

Es folgt PX= k0= () -pk- (1=t (2 ) - o (1= prk= () ) - (1= proke p= POY = -
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Somit entsprechen sich die folgenden Sdulen im Histogramm:

X Y

0 n-0=n
1 n-1
2 n-2
n n-n=0

4

a) Die Aussage ist wahr, denn P(X = k) ist die Wahrscheinlichkeit fir mindestens k Treffer. Je groRer k wird,
desto geringer wird diese Wahrscheinlichkeit.

b) Die Aussage ist falsch. Wenn n grof3er wird, wandert das zugehorige Histogramm anschaulich gesprochen
nach rechts. Je nachdem, wie grof3 k ist, kann P(X = k) groRer oder kleiner werden.

Beispiel: p=0,5 und k=8

n=10: P(X=8)=0,044

n=15: P(X=28) =096

n=25: P(X=8)=0,032

c) Die Aussage ist falsch. Zwar wird p groRer, aber der andere Faktor (1-p)" % wird dafiir kleiner, weil 1-p
kleiner wird.

Gegenbeispiel: n=5 und k= 2.

Fir p=03 ist P(X = k) = (g) -032- 0,73 = 0,3087.

Fir p=0,6 ist P(X=k) = (g) - 0,62+ 0,43 = 0,2304.

5

a) X: p=20-2-18 und o=120 2L =18

Y habe die Parameter ny und py. Dann gilt ny - py =18 und {ny-py-(1-py) =3- \/ﬁ Die erste Gleichung
in die zweite eingesetzt und quadriert ergibt 18 - (1 - py) = 9 - 1,8 = 16,2. Daraus folgt py = 1% und somit ist

ny =2 - 180.
10

b) Fir eine solche Zufallsgrofe Z misste gelten: nz - pz =18 und m =4 - \/1,_8 Analog zum
Vorgehen in Teilaufgabe a) ergibt sich 18 - (1 - p;) = 28,8 mit der Losung p; = -0,6. Dies steht im Wider-
spruch dazu, dass 0 = pz =1 gelten muss.

c) Da 0=p=1istgiltauch 0=1-p=1 Alsofolgt p=n-p=n-p-(1-p)=o02

6
M ist immer gleich. Je grofier o ist, desto breiter ist der Graph. Also gehort Azu 4,B zu 2,Czu 3 und D zu 1.

7

1 =20 passt zu (1) und (2). Da (1) schmaler als (2) ist, muss ¢ bei (1) kleiner als bei (2) sein. (1) gehort daher
zu Cund (2) zu D.

(3) gehdrtzu B,da =28 ist.

(4) gehdrtzu A, da p =30 ist.

8

a) u=5und 6=2; P(3=X=7 =0,683.
b) u=0 und o=3; P(X=2) =0,252.

c) u=-3 und o=1; P(X=-4)=0,159.
d) u=2 und o=3; P(2=X=6)=0409.
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a)

Graph von @,

Graph von @5 4

Graph von @,

0,8

0,71
0,6+
0,5+
0,4+
0,34
0,24

0,1+

Graph von @3.¢5
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a) b)
Y Y
0,12 0,12
0,10 Y= Ps; 500 0,10
0,08 0,08
0,06- 0,06-
0,04 0,04
0,02- 0,02-
! P(u-c% X<|u+o) i ! P(u-20$ XS+
0" 12 4 6 8 10 12 14 1 0" "2 4 6 3 10 12 14 16
1
a) p=3; o=1
b) P(X=3)=0

c) Die Flache zwischen der GauR'schen Glockenkurve und der x-Achse tiber dem Intervall [3; 5] umfasst
naherungsweise 4,75 Kdstchen. Damit ist P(3 = X = 5) = 0,475.
(In der Aufgabenstellung nicht gefordert: Der exakte Wert ist auf drei Dezimalen gerundet 0,477.)

12

a) P(26 =X =34)=0,955

b) (1) Die Wahrscheinlichkeit wird kleiner, wenn sich u vergrofiert oder verkleinert, denn fir p =30 ist die
zugehdrige Flache symmetrisch zur Geraden mit der Gleichung x = u. Fir grof3ere oder kleinere Werte von p
wird die Flache unter dem Graphen im Intervall [26; 34] und damit auch die Wahrscheinlichkeit kleiner.

(2) Die Wahrscheinlichkeit wird kleiner, wenn ¢ grofier wird, denn dann wird der Graph breiter. Sie wird
groBer, wenn o kleiner wird, denn dann wird der Graph schmaler. Furr groBBere (kleinere) Werte von ¢ wird

die Flache unter dem Graphen im Intervall [26; 34] kleiner (gréfier) und damit auch die Wahrscheinlichkeit
kleiner (grofer).

13

X gibt die Masse (in g) an, die eine Packung Mehl enthalt.

X ist normalverteilt mit ¢ =2,8; u ist gesucht.

Fir p=1004 ist P(X <1000) = 0,077 und fur p=1005 ist P(X <1000) = 0,037 (WTR).
Die Anlage muss mindestens auf den Wert 1005 eingestellt werden.

14 (x - p)?

. 1 s .. . .
a) Esist %;U(X) i e 202 und e*>0 fir alle reellen Zahlen x. AuRBerdem ist ¢ >0 und damit

1 s o0 ]
auch T Folglich ist @y, s(x) > 0 fiir alle reellen Zahlen x.

) . 1
b) Der Funktionsterm von @, 1 ist @g,1(x) = e 2

Eine Streckung des Graphen von @, 4 in x-Richtung mit dem Faktor o fiihrt auf den Funktionsterm

x)2 )
X
=1 e =L g2,

g(x) € o
(x-p)?

Eine Verschiebung des Graphen von g in x-Richtung um p fiihrt auf den Funktionsterm h(x) = ﬁ ce 207,

Eine Streckung des Graphen von h in y-Richtung mit dem Faktor % fiihrt auf den Funktionsterm
(x- 2 (x - p?

e 202 = e 20,

o2

Man erhélt also den Graphen von ¢, ; aus dem Graphen von @, 1 durch Streckung mit ¢ in x-Richtung,

ﬁA
B

1
@y, %) = 5

Verschiebung um p in x-Richtung und Streckung mitcly in y-Richtung.
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) Der Graph von @, 1 ist achsensymmetrisch zur y-Achse, denn es ist @g,4(-x) = ﬁ -e 2 = ﬁ ‘e 2

= Po;1 (x).

Die Streckung in x-Richtung @ndert nichts an der Symmetrie. Also ist der um u in x-Richtung verschobene
Graph achsensymmetrisch zur Geraden mit der Gleichung x = p. Die Streckung in y-Richtung andert eben-
falls nichts an der Symmetrie.

15

X: Anzahl der Eier, die ein Huhn pro Jahr legt. X ist normalverteilt mit u =190 und o = 20.

a) P(170 = X = 210) = 0,683. (Dies kann man auch mithilfe der o-Regeln direkt angeben; hier wird ein
o-Intervall betrachtet.)

b) Fur c=32 ist P(158 = X = 222) = 0,890 und fiir ¢ =33 ist P(159 = X = 223) = 0,901. Damitist c = 33.

16
a) Aufgrund der Symmetrie der Normalverteilung ist j = > ; 2.7

b) Da 1-0,841=0,159 ist, folgt aufgrund der Symmetrie der Normalverteilung u = % =25.

c) Fir o=21 erhdlt man P(X <10) = 0,170, fir o =22 ist P(X<10) = 0,182 und fir o =23 ist
P(X <10) = 0,192. Also ist o =2,2.
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