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Analysis

Beurteilen Sie, ob die Aussagen auf der Tafel 
wahr oder falsch sind. 

Linearfaktoren sind  ganzrationale Funktionen 
vom Grad eins, z. B. (x – 1) oder (x + 4). Ist 
der Funktionsterm einer Funktion als Produkt 
von Linear faktoren angegeben, wie z. B. die 
Funktion f mit  f (x) = (x – 1) (x + 2) (x + 3),  so 
kann man mithilfe des Satzes vom Nullprodukt 
die Nullstellen    x  1    = – 3,    x  2    = – 2  und    x  3    = 1  
ohne Rechnung ablesen.
Multipliziert man den Term von f aus, so ergibt 
sich  f (x)  = (x – 1) (x + 2) (x + 3)  

=   x   3   + 4   x   2   + x – 6 
mit   x   3   als höchster x-Potenz.

Allgemein gilt: Besteht ein Term aus n Linearfaktoren, dann ist in der ausmultiplizierten Form   x   n   
die höchste vorkommende x-Potenz. Somit hat eine ganzrationale Funktion f der Art  
f (x) = a ⋅ (x –   x  1   ) ⋅ (x –   x  2   ) ⋅ … ⋅ (x –   x  n   )  den Grad n. Sie hat höchstens n Nullstellen. Sind die  
  x  1    ,   x  2   , …,   x  n    alle voneinander verschieden, so hat die Funktion genau n Nullstellen.

Hat die ganzrationale Funktion f (mindestens) eine Nullstelle, so gilt folgender Satz:

Satz 1:  Es sei f eine ganzrationale Funktion vom Grad n und b eine Nullstelle von f.
Dann gibt es eine ganzrationale Funktion g vom Grad  n – 1,  sodass  f (x) = (x – b) ⋅ g (x)  ist.

Beweis: 
Man verschiebt den Graphen von f um b nach links. Die zugehörige Funktion ist also die Funk-
tion h mit  h (x) = f (x + b).  
Die Stelle    x  0    = 0  ist eine Nullstelle von h, denn es gilt  h (0) = f (0 + b) = f (b) = 0.  Daher kann 
man im Term von h (x) den Faktor x ausklammern:  h (x) = x ⋅ k (x).  Die Funktion k ist ganzrational 
und hat den Grad  n – 1.
Verschiebt man den Graphen von h um b nach rechts, so ergibt sich der Graph der Funktion f mit  
f (x) = h (x – b) = (x – b) ⋅ k (x – b) = (x – b) ⋅ g (x)  und g (x) = k (x – b).
Die Funktionen k und g haben denselben Grad:  n – 1.

Wendet man diesen Satz wiederholt an, so folgt:

Satz 2:  Eine ganzrationale Funktion f vom Grad n hat höchstens n Nullstellen. 

Linearfaktordarstellung und mehrfache Nullstellen
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Analytische Geometrie

Für drei Mixgetränke benötigt der Barkeeper 
Manuel jeweils unterschiedliche Mengen der 
drei Zutaten A, B und C.
Für ein großes Fest will Manuel vom ersten 
Getränk jeweils doppelt so viel wie vom zwei-
ten und dritten herstellen. 
Erläutern Sie das zugehörige LGS.
Die Variable s steht für die Menge in Litern.
Bestimmen Sie die Mengen der Zutaten A, B 
und C in Abhängigkeit der Literanzahl s.

Zur Bestimmung der Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems (LGS) verwendet man das 
Gauß-Verfahren. Dabei bringt man es systematisch auf Stufenform, sodass man die Lösungsmen-
ge des LGS leicht bestimmen kann. Dies soll an zwei Beispielen wiederholt werden.

LGS mit genau einer Lösung in Stufenform:
 5  x  1   + 2  x  2   −    x  3   = 3  
     − 3  x  2   + 4  x  3   = 3  
       − 2  x  3   = 0  

Aus der dritten Gleichung folgt    x  3   = 0 .  
Setzt man dies in die zweite Gleichung ein, 
ergibt sich    x  2   = − 1.  
Durch Einsetzen von    x  3   = 0   und    x  2   = − 1   in 
die erste Gleichung erhält man    x  1   = 1. 

Das LGS hat genau eine Lösung; die Lösungsmenge ist   L =  { (1; − 1; 0) }  .

LGS mit unendlich vielen Lösungen in Stufenform:
 2  x  1   −  x  2   +    x  3   = 1 
       x  2   + 3  x  3   = 5  

Aus der zweiten Gleichung folgt  
 
 x  2   = 5 − 3  x  3   .

Setzt man dies in die erste Gleichung ein, er-
gibt sich    x  1   = 3 − 2  x  3   .  Für z. B.    x  3   = t   ist also    
x  2   = 5 − 3 t    und    x  1   = 3 − 2 t  .

Das LGS hat unendlich viele Lösungen; die Lösungsmenge ist   L =  {  (3 − 2 t;  5 − 3 t;  t)  |   t ∈ ℝ}  .

Es gibt lineare Gleichungssysteme, die neben den Variablen   x  1   ,  x  2   ,  x  3   …  auch noch Parameter 
beinhalten. Stehen der Parameter r und die Variablen   x  1   ,  x  2   ,  x  3   …  auf verschiedenen Seiten des 
Gleichheitszeichens – in der Regel der Parameter also rechts –, so lässt sich das zugehörige LGS 
ebenfalls mit dem Gauß-Verfahren lösen. Die Lösungsmenge ist dann abhängig vom Parameter r, 
wie das folgende Beispiel zeigt.

I  3  x  1   − 2  x  2   +    x  3   = 2 r  
II  5  x  1   − 4  x  2   −    x  3   = 2    II a = 3 ⋅ II + (– 5 ⋅ I)
III     x  1   + 3  x  2   − 2  x  3   = 2 r + 6   III a = 3 ⋅ III + (– I)

I      3  x  1   − 2  x  2   +    x  3   = 2 r   
II a       − 2  x  2   − 8  x  3   = 6 − 10 r   II b = II a÷2
III a       11  x  2   − 7  x  3   = 4 r + 18  III b = 11 ⋅ II a + 2 ⋅ III a

I     3  x  1   − 2  x  2   +      x  3   = 2 r    
II b       −  x  2   −   4  x  3   = 3 − 5 r  
III b           − 102  x  3   = – 102 r + 102 

LGS mit Parametern auf der rechten Seite

1

Aufgaben zur Vertiefung der analytischen Geometrie im  Leistungsfach

Geraden und Punkte

Gegeben sind die Gerade  g:    → x    =  ( 
0

  0  
1
  )  + t ⋅  ( 

0
  1  

1
  ) ,   t ∈  ℝ,   sowie die Punkte  A (0 | 0 | 1),  B (0 | – 1 | 0)  

und  C (1 | 0 | 0). 
a) Zeigen Sie, dass A und B auf g liegen, C jedoch nicht. Weisen Sie nach, dass das Dreieck ABC 

gleichseitig ist.
b) Die Punkte D und E liegen auf der Geraden g. Bestimmen Sie die Koordinaten von D und E so, 

dass das Dreieck DEC gleichschenklig ist und die Basis   ‾ DE    die Länge 1 LE hat.

Ebenen mit Parametern (1)
Gegeben ist die Ebenenschar    E  t   : t   x  1    + 2   x  2    + 2 t   x  3    = 2 t  ,   t ∈  ℝ .
a) Veranschaulichen Sie die Ebene   E  1    mithilfe ihrer Spurpunkte in einem Koordinatensystem.
b) Zeigen Sie, dass sich alle Ebenen der Schar in einer Geraden g schneiden. 
c) Es gibt eine Gerade h durch den Ursprung, welche die Gerade g senkrecht schneidet.  

Bestimmen Sie eine Gleichung dieser Geraden h.

Ebenen mit Parametern (2)
Gegeben ist die Ebenenschar    E  a   : 3   x  1    – a   x  2    +   x  3    = 0 ,   a ∈  ℝ .
a) Die Ebenen   E  1    und   E  2    schneiden sich in einer Geraden g. Bestimmen Sie eine Gleichung der 

Geraden g in Parameterform.
b) Zeigen Sie, dass sich alle Ebenen der Schar in g schneiden.
c) Bestimmen Sie für jedes a eine Gleichung der Ebene   F  a    , die parallel zu   E  a    durch  P (1 | 2 | – 3)  

verläuft.
d) Für welchen Wert von a sind die Ebenen   E  a    und   F  a    identisch?
e) Bestimmen Sie die Ebenen der Schar   E  a    , die vom Punkt  R (0 | 0 | 4)  den Abstand 1 LE haben.

Punkte mit Parametern
Gegeben sind die Punkte    P  a    (1 + 2 a | 3 – a | 2 a)  und    Q  b    (4 – 2 b | b | 7 – 2 b).
a) Berechnen Sie die Koordinaten des Mittelpunktes der Strecke   ‾  P  0    Q  0     .
b) Begründen Sie, dass alle Punkte   P  a    und   Q  b    jeweils auf einer Geraden p bzw. q liegen. Zeigen 

Sie, dass p und q zueinander parallel und verschieden sind.
c) Geben Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E an, in der die Geraden p und q liegen.
d) Bestimmen Sie eine Gleichung derjenigen Ebene F, die bei Spiegelung an F die Gerade p in 

die Gerade q überführt.
e) Berechnen Sie einen Wert des Parameters b in Abhängigkeit von a, für welchen   Q  b    symme

trisch zu   P  a    bezüglich der Ebene F von Teilaufgabe d) liegt.

1 Einsetzbar ab Lern
einheit 2 in Kapitel VI.

2 Einsetzbar ab Lern
einheit 9 in Kapitel VI.

3 Einsetzbar ab Lern
einheit 1 in Kapitel VII.

4 Einsetzbar ab Lern
einheit 7 in Kapitel VII.
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Analysis

Beurteilen Sie, ob die Aussagen auf der Tafel 
wahr oder falsch sind. 

Linearfaktoren sind  ganzrationale Funktionen 
vom Grad eins, z. B. (x – 1) oder (x + 4). Ist 
der Funktionsterm einer Funktion als Produkt 
von Linear faktoren angegeben, wie z. B. die 
Funktion f mit  f (x) = (x – 1) (x + 2) (x + 3),  so 
kann man mithilfe des Satzes vom Nullprodukt 
die Nullstellen    x  1    = – 3,    x  2    = – 2  und    x  3    = 1  
ohne Rechnung ablesen.
Multipliziert man den Term von f aus, so ergibt 
sich  f (x)  = (x – 1) (x + 2) (x + 3)  

=   x   3   + 4   x   2   + x – 6 
mit   x   3   als höchster x-Potenz.

Allgemein gilt: Besteht ein Term aus n Linearfaktoren, dann ist in der ausmultiplizierten Form   x   n   
die höchste vorkommende x-Potenz. Somit hat eine ganzrationale Funktion f der Art  
f (x) = a ⋅ (x –   x  1   ) ⋅ (x –   x  2   ) ⋅ … ⋅ (x –   x  n   )  den Grad n. Sie hat höchstens n Nullstellen. Sind die  
  x  1    ,   x  2   , …,   x  n    alle voneinander verschieden, so hat die Funktion genau n Nullstellen.

Hat die ganzrationale Funktion f (mindestens) eine Nullstelle, so gilt folgender Satz:

Satz 1:  Es sei f eine ganzrationale Funktion vom Grad n und b eine Nullstelle von f.
Dann gibt es eine ganzrationale Funktion g vom Grad  n – 1,  sodass  f (x) = (x – b) ⋅ g (x)  ist.

Beweis: 
Man verschiebt den Graphen von f um b nach links. Die zugehörige Funktion ist also die Funk-
tion h mit  h (x) = f (x + b).  
Die Stelle    x  0    = 0  ist eine Nullstelle von h, denn es gilt  h (0) = f (0 + b) = f (b) = 0.  Daher kann 
man im Term von h (x) den Faktor x ausklammern:  h (x) = x ⋅ k (x).  Die Funktion k ist ganzrational 
und hat den Grad  n – 1.
Verschiebt man den Graphen von h um b nach rechts, so ergibt sich der Graph der Funktion f mit  
f (x) = h (x – b) = (x – b) ⋅ k (x – b) = (x – b) ⋅ g (x)  und g (x) = k (x – b).
Die Funktionen k und g haben denselben Grad:  n – 1.

Wendet man diesen Satz wiederholt an, so folgt:

Satz 2:  Eine ganzrationale Funktion f vom Grad n hat höchstens n Nullstellen. 

Linearfaktordarstellung und mehrfache Nullstellen
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Analytische Geometrie

Für drei Mixgetränke benötigt der Barkeeper 
Manuel jeweils unterschiedliche Mengen der 
drei Zutaten A, B und C.
Für ein großes Fest will Manuel vom ersten 
Getränk jeweils doppelt so viel wie vom zwei-
ten und dritten herstellen. 
Erläutern Sie das zugehörige LGS.
Die Variable s steht für die Menge in Litern.
Bestimmen Sie die Mengen der Zutaten A, B 
und C in Abhängigkeit der Literanzahl s.

Zur Bestimmung der Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems (LGS) verwendet man das 
Gauß-Verfahren. Dabei bringt man es systematisch auf Stufenform, sodass man die Lösungsmen-
ge des LGS leicht bestimmen kann. Dies soll an zwei Beispielen wiederholt werden.

LGS mit genau einer Lösung in Stufenform:
 5  x  1   + 2  x  2   −    x  3   = 3  
     − 3  x  2   + 4  x  3   = 3  
       − 2  x  3   = 0  

Aus der dritten Gleichung folgt    x  3   = 0 .  
Setzt man dies in die zweite Gleichung ein, 
ergibt sich    x  2   = − 1.  
Durch Einsetzen von    x  3   = 0   und    x  2   = − 1   in 
die erste Gleichung erhält man    x  1   = 1. 

Das LGS hat genau eine Lösung; die Lösungsmenge ist   L =  { (1; − 1; 0) }  .

LGS mit unendlich vielen Lösungen in Stufenform:
 2  x  1   −  x  2   +    x  3   = 1 
       x  2   + 3  x  3   = 5  

Aus der zweiten Gleichung folgt  
 
 x  2   = 5 − 3  x  3   .

Setzt man dies in die erste Gleichung ein, er-
gibt sich    x  1   = 3 − 2  x  3   .  Für z. B.    x  3   = t   ist also    
x  2   = 5 − 3 t    und    x  1   = 3 − 2 t  .

Das LGS hat unendlich viele Lösungen; die Lösungsmenge ist   L =  {  (3 − 2 t;  5 − 3 t;  t)  |   t ∈ ℝ}  .

Es gibt lineare Gleichungssysteme, die neben den Variablen   x  1   ,  x  2   ,  x  3   …  auch noch Parameter 
beinhalten. Stehen der Parameter r und die Variablen   x  1   ,  x  2   ,  x  3   …  auf verschiedenen Seiten des 
Gleichheitszeichens – in der Regel der Parameter also rechts –, so lässt sich das zugehörige LGS 
ebenfalls mit dem Gauß-Verfahren lösen. Die Lösungsmenge ist dann abhängig vom Parameter r, 
wie das folgende Beispiel zeigt.

I  3  x  1   − 2  x  2   +    x  3   = 2 r  
II  5  x  1   − 4  x  2   −    x  3   = 2    II a = 3 ⋅ II + (– 5 ⋅ I)
III     x  1   + 3  x  2   − 2  x  3   = 2 r + 6   III a = 3 ⋅ III + (– I)

I      3  x  1   − 2  x  2   +    x  3   = 2 r   
II a       − 2  x  2   − 8  x  3   = 6 − 10 r   II b = II a÷2
III a       11  x  2   − 7  x  3   = 4 r + 18  III b = 11 ⋅ II a + 2 ⋅ III a

I     3  x  1   − 2  x  2   +      x  3   = 2 r    
II b       −  x  2   −   4  x  3   = 3 − 5 r  
III b           − 102  x  3   = – 102 r + 102 

LGS mit Parametern auf der rechten Seite

Aufgaben zur Vertiefung der analytischen Geometrie im Leistungsfach2

Lösungen

1
a) Setzt man A und B in die Geradengleichung ein, führt dies zu einer wahren Aussage. Setzt man C ein, 
ergibt sich ein Widerspruch.
Es ist    |  ⟶ AB  |   =   |  ⟶ AC  |   =   |  ⟶ BC  |   =   √ 

_
 2   ,  das Dreieck ABC also gleichseitig.

b) Der Mittelpunkt der Strecke   ‾ AB      (Fußpunkt der Höhe auf  ‾ AB  )   ist  M (0 | – 0,5 | 0,5).
Für den Punkt    D  t    (0 | t | 1 + t)  muss gelten:  d   (M;  D  t  )   = 0,5,  also:
        √ 

_________________
    (t + 0,5)    2  +   (t + 0,5)    2    = 0,5

⇔  2    (t + 0,5)    2   = 0,25 
⇔     (t + 0,5)    2   = 0,125
⇔  t + 0,5 = ±  √ 

_
 0,125  

Somit folgt    t  1    =   √ 
_

 0,125    – 0,5 ≈ – 0,15  und    t  2    = –   √ 
_

 0,125    – 0,5 ≈ – 0,85.

Koordinaten von D und E:   D  (0  |   1 _ 
 √ 

_
 8  
   −   1 _ 2   |    1 _ 

 √ 
_

 8  
   +   1 _ 2  )    und   E  (0  | −   1 _ 

 √ 
_

 8  
   −   1 _ 2   |  −   1 _ 

 √ 
_

 8  
   +   1 _ 2  ) . 

2
a) Die Spurpunkte von   E  1    sind    S  1    (2 | 0 | 0),    S  2    (0 | 1 | 0)  und    S  3    (0 | 0 | 1).

O
x2

x1

x3

1-1
E

1

2

-2

-2

-4

-3

-4

-2-3-4-5-6-7 2
2

4
6

S1

S3

S2 3 4

b) Ein Schnitt der Ebenen   E  t    und   E  s     (t ≠ s)  führt zu  g:    → x   =  ( 
2

  0  
0

  )  + r ⋅  (  
2

  0  
− 1

 ) ,  r ∈ ℝ ,  unabhängig von t.  

Alle  Ebenen   E  t    schneiden sich somit in der Geraden g.
c) Die Hilfsebene  H: 2   x  1    –   x  3    = 0  enthält den Ursprung  O (0 | 0 | 0)  und ist orthogonal zur Geraden g. 
Schneidet man H mit g, erhält man den Schnittpunkt  R (0,4 | 0 | 0,8)  und somit die Gerade  

h :   → x   = a ⋅  (  
1
  0  

2
 ) ,   a  ∈ ℝ. 

3
a) Schnittgerade  s :   → x   = r ⋅  ( 

− 1
  0  

3
 ) ,  r ∈ ℝ .

b) Der Schnitt von s mit   E  a    liefert  – 3 r + 3 r = 0.  Diese Gleichung ist immer erfüllt. Alle Ebenen   E  a    beinhalten
also die Gerade g.
c) Der Ansatz    F  a   : 3   x  1    – a   x  2    +   x  3    = b  liefert bei der Punktprobe mit  P (1 | 2 | – 3): 
3 – 2 a – 3 = b,  also  b = – 2 a  und somit    F  a   : 3   x  1    – a   x  2    +   x  3    = – 2 a.
d)   E  a   : 3   x  1    – a   x  2    +   x  3    = 0
  F  a   : 3   x  1    – a   x  2    +   x  3    = – 2 a
Für  a = 0  sind die Ebenen   E  a    und   F  a    identisch:  3   x  1    +   x  3    = 0.
e) Mithilfe der HNF von   E  a     erhält man für den Abstand der Ebenen   E  a    von  R (0 | 0 | 4):    |  4 _ 

 √ 
_

 10 +  a   2   
  |   = 1  und  

a =  ±  √ 
_

 6   .  Die Ebenen   E  −  √ 
_

 6      und   E   √ 
_

 6      haben vom Punkt R den Abstand 1 LE.
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Analysis

Beurteilen Sie, ob die Aussagen auf der Tafel 
wahr oder falsch sind. 

Linearfaktoren sind  ganzrationale Funktionen 
vom Grad eins, z. B. (x – 1) oder (x + 4). Ist 
der Funktionsterm einer Funktion als Produkt 
von Linear faktoren angegeben, wie z. B. die 
Funktion f mit  f (x) = (x – 1) (x + 2) (x + 3),  so 
kann man mithilfe des Satzes vom Nullprodukt 
die Nullstellen    x  1    = – 3,    x  2    = – 2  und    x  3    = 1  
ohne Rechnung ablesen.
Multipliziert man den Term von f aus, so ergibt 
sich  f (x)  = (x – 1) (x + 2) (x + 3)  

=   x   3   + 4   x   2   + x – 6 
mit   x   3   als höchster x-Potenz.

Allgemein gilt: Besteht ein Term aus n Linearfaktoren, dann ist in der ausmultiplizierten Form   x   n   
die höchste vorkommende x-Potenz. Somit hat eine ganzrationale Funktion f der Art  
f (x) = a ⋅ (x –   x  1   ) ⋅ (x –   x  2   ) ⋅ … ⋅ (x –   x  n   )  den Grad n. Sie hat höchstens n Nullstellen. Sind die  
  x  1    ,   x  2   , …,   x  n    alle voneinander verschieden, so hat die Funktion genau n Nullstellen.

Hat die ganzrationale Funktion f (mindestens) eine Nullstelle, so gilt folgender Satz:

Satz 1:  Es sei f eine ganzrationale Funktion vom Grad n und b eine Nullstelle von f.
Dann gibt es eine ganzrationale Funktion g vom Grad  n – 1,  sodass  f (x) = (x – b) ⋅ g (x)  ist.

Beweis: 
Man verschiebt den Graphen von f um b nach links. Die zugehörige Funktion ist also die Funk-
tion h mit  h (x) = f (x + b).  
Die Stelle    x  0    = 0  ist eine Nullstelle von h, denn es gilt  h (0) = f (0 + b) = f (b) = 0.  Daher kann 
man im Term von h (x) den Faktor x ausklammern:  h (x) = x ⋅ k (x).  Die Funktion k ist ganzrational 
und hat den Grad  n – 1.
Verschiebt man den Graphen von h um b nach rechts, so ergibt sich der Graph der Funktion f mit  
f (x) = h (x – b) = (x – b) ⋅ k (x – b) = (x – b) ⋅ g (x)  und g (x) = k (x – b).
Die Funktionen k und g haben denselben Grad:  n – 1.

Wendet man diesen Satz wiederholt an, so folgt:

Satz 2:  Eine ganzrationale Funktion f vom Grad n hat höchstens n Nullstellen. 
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Analytische Geometrie

Für drei Mixgetränke benötigt der Barkeeper 
Manuel jeweils unterschiedliche Mengen der 
drei Zutaten A, B und C.
Für ein großes Fest will Manuel vom ersten 
Getränk jeweils doppelt so viel wie vom zwei-
ten und dritten herstellen. 
Erläutern Sie das zugehörige LGS.
Die Variable s steht für die Menge in Litern.
Bestimmen Sie die Mengen der Zutaten A, B 
und C in Abhängigkeit der Literanzahl s.

Zur Bestimmung der Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems (LGS) verwendet man das 
Gauß-Verfahren. Dabei bringt man es systematisch auf Stufenform, sodass man die Lösungsmen-
ge des LGS leicht bestimmen kann. Dies soll an zwei Beispielen wiederholt werden.

LGS mit genau einer Lösung in Stufenform:
 5  x  1   + 2  x  2   −    x  3   = 3  
     − 3  x  2   + 4  x  3   = 3  
       − 2  x  3   = 0  

Aus der dritten Gleichung folgt    x  3   = 0 .  
Setzt man dies in die zweite Gleichung ein, 
ergibt sich    x  2   = − 1.  
Durch Einsetzen von    x  3   = 0   und    x  2   = − 1   in 
die erste Gleichung erhält man    x  1   = 1. 

Das LGS hat genau eine Lösung; die Lösungsmenge ist   L =  { (1; − 1; 0) }  .

LGS mit unendlich vielen Lösungen in Stufenform:
 2  x  1   −  x  2   +    x  3   = 1 
       x  2   + 3  x  3   = 5  

Aus der zweiten Gleichung folgt  
 
 x  2   = 5 − 3  x  3   .

Setzt man dies in die erste Gleichung ein, er-
gibt sich    x  1   = 3 − 2  x  3   .  Für z. B.    x  3   = t   ist also    
x  2   = 5 − 3 t    und    x  1   = 3 − 2 t  .

Das LGS hat unendlich viele Lösungen; die Lösungsmenge ist   L =  {  (3 − 2 t;  5 − 3 t;  t)  |   t ∈ ℝ}  .

Es gibt lineare Gleichungssysteme, die neben den Variablen   x  1   ,  x  2   ,  x  3   …  auch noch Parameter 
beinhalten. Stehen der Parameter r und die Variablen   x  1   ,  x  2   ,  x  3   …  auf verschiedenen Seiten des 
Gleichheitszeichens – in der Regel der Parameter also rechts –, so lässt sich das zugehörige LGS 
ebenfalls mit dem Gauß-Verfahren lösen. Die Lösungsmenge ist dann abhängig vom Parameter r, 
wie das folgende Beispiel zeigt.

I  3  x  1   − 2  x  2   +    x  3   = 2 r  
II  5  x  1   − 4  x  2   −    x  3   = 2    II a = 3 ⋅ II + (– 5 ⋅ I)
III     x  1   + 3  x  2   − 2  x  3   = 2 r + 6   III a = 3 ⋅ III + (– I)

I      3  x  1   − 2  x  2   +    x  3   = 2 r   
II a       − 2  x  2   − 8  x  3   = 6 − 10 r   II b = II a÷2
III a       11  x  2   − 7  x  3   = 4 r + 18  III b = 11 ⋅ II a + 2 ⋅ III a

I     3  x  1   − 2  x  2   +      x  3   = 2 r    
II b       −  x  2   −   4  x  3   = 3 − 5 r  
III b           − 102  x  3   = – 102 r + 102 

LGS mit Parametern auf der rechten Seite

Aufgaben zur Vertiefung der analytischen Geometrie im Leistungsfach3
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a) M (2,5 | 1,5 | 3,5)

b) Die Ortsvektoren    →  p  a      haben die Form     →  p  a     =  (  
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 ) ,  a ∈ ℝ .  Dies ist die Gleichung einer Geraden p. 

Für die Gerade q erhält man analog  q:    → x   =  ( 
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 ) ,  b ∈ ℝ .

Da die Richtungsvektoren Vielfache voneinander sind, sind die Geraden p und q zueinander parallel. 
Der Punkt  P (1 | 3 | 0)  liegt nicht auf q. Somit sind p und q zueinander parallel, aber verschieden.

c) Eine Parametergleichung von E ist   E:   → x   =  (  
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Ein Normalenvektor von E ist     →  n  E     =  (  
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 )  = 0   bzw.   

E:   x  1    + 8   x  2    + 3   x  3    = 25.
d) Wenn die Gerade p bei Spiegelung an der Ebene F in die Gerade q übergehen soll, dann muss F parallel 
zu p und q sein und von beiden Geraden denselben Abstand haben. Damit liegt der Punkt  M (2,5 | 1,5 | 3,5)  
aus Teilaufgabe a) sicher in F. Ein Spannvektor von F ist aufgrund der Parallelität von F zu p und q ein 

Richtungsvektor von p bzw. q, z. B.   ( 
− 2

  1  
− 2

 )  . Ein zweiter Spannvektor ist ein Normalenvektor der Ebene E aus 

Teilaufgabe c), z. B.   (  
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 )  . Eine Parametergleichung der Ebene F ist damit  F:    → x   =  
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e) Die Ebene F aus Teilaufgabe d) lautet in Normalenform  F:  19  x  1   + 4  x  2   –17  x  3   = − 6 .  Die Lotgerade h von   Q  b    

auf F ist gegeben durch  h:    → x   =  ( 
4 − 2 b 

  b  
7 − 2 b 

  )  + t ⋅  (  
19

  4  
− 17

 )  .  Den Lotfußpunkt L des Lotes von   Q  b    auf F erhält man 

durch Einsetzen von   Q  b    in F:   19 ⋅  (4 − 2 b + 19 t)  + 4 ⋅  (b + 4 t)  − 17 ⋅  (7 − 2 b − 17 t)  = − 6 ,  also   − 43 + 666 t = − 6   

bzw.   t =   37 _ 666    .  Für den Spiegelpunkt   Q  b  ’    gilt damit     
⟶

 O Q  b  ’     =  ( 
4 − 2 b 

  b  
7 − 2 b 

  )  + 2 ⋅    37 _ 666    ⋅  (  
19

  4  
− 17

 )  ,  also   

  Q  b  ’    (   55 _ 9   − 2 b |      4 _ 9   + b |     46 _ 9   − 2 b)  .  Es soll    Q  b  ’   =  P  a     gelten, was für   b =   23 _ 9   − a   der Fall ist.


