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Aufgaben

Pflichtteil
Aufgabe 1
2vpP  Bilden Sie die Ableitung der Funktion f mit f(x) = Vx -e2x. — Tipp 1
Aufgabe 2 ;
. 4 .
2VP Berechnen Sie das Integral £(2X+1)3dx. — Tipp 2
Aufgabe 3
3VvP Losen Sie die Gleichung x* = 4+3x2 — Tipp 3
Aufgabe 4
Gegeben sind die Funktionen f und g mit f(x) = cos(x) und g(x) = ZCOS(%X)— 2.
a) Beschreiben Sie, wie man den Graphen von g aus dem Graphen von f erhélt. — Tipp 4
4Vvp b) Bestimmen Sie die Nullstellen von g fir 0sx=4. — Tipp 5
Aufgabe 5

Die Abbildung zeigt die
Graphen K¢ und K, zweier
Funktionen f und g.

a) Bestimmen Sie f(g(3)).
Bestimmen Sie einen
Wert fiir x so, dass

f(g(x)) =0 ist. — Tipp 6
b) Die Funktion h

ist gegeben durch : : o

h(x) = f(x)-gX). 1 23 5 6

Bestimmen Sie h'(2). — Tipp 7
_2_-
_3__
_4__
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Aufgabe 6
Gegeben sind die Ebenen E: x; +x,=4und F: x;+x,+2x5=4.

a) Stellen Sie die beiden Ebenen in einem gemeinsamen Koordinatensystem dar.
Geben Sie eine Gleichung der Schnittgeraden von E und F an.

b) Die Ebene G ist parallel zur x,-Achse und schneidet die x,x;-Ebene in derselben
Spurgeraden wie die Ebene F.
Geben Sie eine Gleichung der Ebene G an.

Aufgabe 7
Gegeben sind die Punkte A(1[10[1), B(=3]13[1) und C(2|3[1).
Die Gerade g verlauft durch A und B.

Bestimmen Sie den Abstand des Punktes C von der Geraden g.

Aufgabe 8
An einem Spielautomaten verliert man durchschnittlich zwei Drittel aller Spiele.

a) Formulieren Sie ein Ereignis A, fiir das gilt:

-(10).(2 8.(1)2 .(2)9.(1) (2)10
ey =(g (3] (3 + 03] (3)+ 5
b) Jemand spielt vier Spiele an dem Automaten.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit verliert er dabei genau zwei Mal?

Aufgabe 9

Gegeben sind der Mittelpunkt einer Kugel sowie eine Ebene.
Die Kugel beriihrt diese Ebene.

Beschreiben Sie, wie man den Kugelradius und den Beriihrpunkt
bestimmen kann.

Tipp 8

Tipp 9

Tipp 10

Tipp 11

Tipp 12

Tipp 13
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“
Wabhlteil Analysis

Aufgabe A 1.1

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 10x-e 05X,
Ihr Graph sei K.

a) K besitzt einen Extrempunkt und einen Wendepunkt.
Geben Sie deren Koordinaten an.
Geben Sie eine Gleichung der Asymptote von K an.
4VP Skizzieren Sie K. — Tipp 14

b) Fiir jedes u>0 sind 0(0]0), P(u|0) und Q(u|f(u)) die Eckpunkte
eines Dreiecks.
Bestimmen Sie einen Wert fiir u so, dass dieses Dreieck den Flachen-
inhalt 8 hat. — Tipp 15
4VP Fur welchen Wert von u ist das Dreieck OPQ gleichschenklig? — Tipp 16

c) Auf der x-Achse gibt es Intervalle der Lange 3, auf denen die Funktion f
den Mittelwert 2,2 besitzt.
3VP Bestimmen Sie die Grenzen eines solchen Intervalls. — Tipp 17

Aufgabe A 1.2
Gegeben ist fiir jedes t >0 eine Funktion f, durch f,(x) = %x3 -t2x.

Bestimmen Sie t so, dass die beiden Extrempunkte des Graphen von f, den
4VP  Abstand 13 voneinander haben. — Tipp 18
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Aufgabe A 2.1

Die Anzahl ankommender Fahrzeuge vor einem Grenziibergang soll modelliert
werden. Dabei wird die momentane Ankunftsrate beschrieben durch die Funktion
f mit

A
A

_ 1300000-t_
f(t) = t4+30000 0

(t in Stunden nach Beobachtungsbeginn; f(t) in Fahrzeuge pro Stunde).
Anfangs befinden sich keine Fahrzeuge vor dem Grenziibergang.

t=30

a) Skizzieren Sie den Graphen von f.
Wann ist die momentane Ankunftsrate maximal?
Bestimmen Sie die Anzahl der Fahrzeuge, die in den ersten 6 Stunden
ankommen.

b) Am Grenziibergang werden die Fahrzeuge méglichst schnell abgefertigt,
jedoch ist die momentane Abfertigungsrate durch 110 Fahrzeuge pro
Stunde begrenzt.

Wann beginnen sich die Fahrzeuge vor dem Grenziibergang zu stauen?
Wie viele Fahrzeuge stauen sich maximal vor dem Grenziibergang?
Welches Ergebnis erhielte man, wenn die momentane Abfertigungsrate
12 Stunden nach Beobachtungsbeginn auf konstant 220 Fahrzeuge

pro Stunde erhéht wiirde?

Aufgabe A 2.2

Fir jedes a >0 ist eine Funktion f, gegeben durch
f,(x) =a-cos(x)-a?; ~-m<x<m.

Der Graph von f, ist G,.

a) G, besitzt einen Extrempunkt.
Bestimmen Sie dessen Koordinaten.

b) Durch welche Punkte der y-Achse verlduft kein Graph G,?

— Tipp19
— Tipp 20

— Tipp 21

— Tipp 22
— Tipp 23

— Tipp 24

— Tipp 25

— Tipp 26
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Wabhlteil Analytische Geometrie / Stochastik

Aufgabe B 1.1

Gegeben sind die Punkte A(5|-510), B(5]|5]0), C(-5/5]0) und D(-5|-5]0).
Das Quadrat ABCD ist die Grundfléche einer Pyramide mit der Spitze S(0]0]12).

a) Die Seitenflache BCS liegt in der Ebene E.

Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung von E. — Tipp 27

Berechnen Sie den Winkel, der von der Seitenflache BCS und der Grundflache

der Pyramide eingeschlossen wird. — Tipp 28
4VP Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks BCS. — Tipp 29

b) Betrachtet werden nun Quader, die jeweils vier Eckpunkte auf den
Pyramidenkanten und vier Eckpunkte in der Grundfldche der Pyramide
haben. Einer dieser Quader hat den Eckpunkt Q(2,5|2,510).

Berechnen Sie sein Volumen. — Tipp 30
Bei einem anderen dieser Quader handelt es sich um einen Wiirfel.
4VP Welche Koordinaten hat dessen Eckpunkt auf der Kante BS? — Tipp 31
Aufgabe B 1.2

In einem Gefafs G1 sind 6 schwarze und 4 weifie Kugeln.
In einem Gefafs G2 sind 3 schwarze und 7 weifie Kugeln.

a) Aus Gefal G1 wird 20 Mal eine Kugel mit Zuriicklegen gezogen.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 12 Mal eine
schwarze Kugel gezogen wird. — Tipp 32
Aus Gefafs G2 wird 8 Mal eine Kugel mit Zurticklegen gezogen.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau 2 schwarze Kugeln

4VP gezogen werden, und zwar bei direkt aufeinander folgenden Ziigen. — Tipp 33

b) Nun werden aus G1 zwei Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen und in
das Gefafd G2 gelegt. Anschliefiend wird eine Kugel aus G2 gezogen.
3VP Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist diese Kugel schwarz? — Tipp 34
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Aufgabe B 2.1

An einer rechteckigen Platte mit den Eckpunkten A(10]6]0), B(0]6]0), C(0]0]3)
und D(10]0]3) ist im Punkt F(5]6]0) ein 2m langer Stab befestigt, der in positive
xs-Richtung zeigt.

Eine punktformige Lichtquelle befindet sich zunadchst im Punkt L(8[10]2).
(Koordinatenangaben in m).

a) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E, in der die Platte
liegt.
Stellen Sie die Platte, den Stab und die Lichtquelle in einem Koordinaten-
system dar.
Berechnen Sie den Winkel zwischen dem Stab und der Platte.
(Teilergebnis E: x,+2x5 = 6)

b) Der Stab wirft einen Schatten auf die Platte.
Bestimmen Sie den Schattenpunkt des oberen Endes des Stabes.
Begriinden Sie, dass der Schatten vollstandig auf der Platte liegt.

c) Die Lichtquelle bewegt sich von L aus auf einer zur x,x,-Ebene parallelen
Kreisbahn, deren Mittelpunkt das obere Ende des Stabes ist. Dabei kollidiert
die Lichtquelle mit der Platte.

Berechnen Sie die Koordinaten der beiden méglichen Kollisionspunkte.

Aufgabe B 2.2

Bei der Produktion von Bleistiften betrdagt der Anteil fehlerhafter Stifte
erfahrungsgemaf 5 %.

a) Ein Qualitatsprifer entnimmt der Produktion zufallig 800 Bleistifte.
Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der fehlerhaften Stifte in dieser
Stichprobe.
Berechnen Sie P(X = 30).
Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht der Wert von X um weniger als 10
vom Erwartungswert von X ab?

b) Der Betrieb erwirbt eine neue Maschine, von der behauptet wird, dass
hochstens 2% der von ihr produzierten Bleistifte fehlerhaft sind. Diese
Hypothese H, soll mithilfe eines Tests an 800 zuféllig ausgewahlten Stiften
Uberpriift werden.

Bei welchen Anzahlen fehlerhafter Stifte entscheidet man sich gegen
die Hypothese, wenn die Irrtumswahrscheinlichkeit maximal 5% betragen
soll?

— Tipp 35

— Tipp 36
— Tipp 37

— Tipp 38

— Tipp 39

— Tipp 40

— Tipp 41

— Tipp 42

— Tipp 43




Tipps

Folgende Tipps geben eine erste Hilfestellung:

Tipp 1

Tipp 2

Tipp 3

Tipp 4

Tipp 5

Tipp 6

Tipp 7

Tipp 8

Tipp 9

Tipp 10

Tipp 11

Tipp 12

Tipp 13

Tipp 14

Tipp 15

Tipp 16

Tipp 17
Tipp 18

Tipp 19

Tipp 20

Tipp 21

Tipp 22

Tipps

Die Funktion ist das Produkt zweier Funktionen. Verwenden Sie daher die
Produktregel.

Schreiben Sie den Funktionsterm zuerst mit negativer Hochzahl.

Formen Sie die Gleichung so um, dass auf der rechten Seite 0 steht.

Beachten Sie: Es gibt Verschiebungen und Streckungen in Richtung der x-Achse
und der y-Achse. Die Reihenfolge der Abbildungen kann eine Rolle spielen.

Wie entsteht der Graph von h mit h(x) = 2-cos(%~x) aus dem Graphen von f
mit f(x) = cos(x)?

Was folgt aus cos (%x) =1 fiir x?

Machen Sie sich den Unterschied zwischen der Verkettung zweier Funktionen und
dem Produkt zweier Funktionen klar.

Welche Ableitungsregel miissen Sie anwenden?

Bestimmen Sie die Spurpunkte der Ebenen E und F. Tragen Sie die Schnittgerade
der Ebenen in der Abbildung ein.

Wie erkennt man an der Koordinatengleichung, dass die Ebene parallel zur
X4-Achse ist?

Eine Methode der Abstandsbestimmung verwendet eine Hilfsebene.

Es liegt ein Bernoulli-Experiment vor.

Es liegt eine Bernoulli-Kette der Lange 4 vor.

Veranschaulichen Sie sich den Sachverhalt anhand einer geeigneten Skizze.
Skizzieren Sie zuerst den Graphen (GTR) und beantworten Sie damit die Fragen.

Skizzieren Sie das rechtwinklige Dreieck OPQ und geben Sie seine Flacheninhalts-
mafzahl in Abhangigkeit von u an.

Welche beiden Seiten des rechtwinkligen Dreiecks OPQ kdnnen gleich lang
werden?

Wahlen Sie als linke Intervallgrenze beispielsweise die Variable a.
Berechnen Sie zundchst die Koordinaten der Extrempunkte in Abhangigkeit von t.

Skizzieren Sie zuerst den Graphen (GTR). Wahlen Sie geeignete Einstellungen im
Zeichenfenster.

Beachten Sie: Der Graph beschreibt die Ankunftsrate.

Wie konnen Sie aus der momentanen Ankunftsrate die insgesamt ankommende
Anzahl von Fahrzeugen bestimmen?

Der Stau beginnt, wenn in der Zeiteinheit mehr Fahrzeuge ankommen als abgefer-
tigt werden kénnen.
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Tipp 23

Tipp 24
Tipp 25
Tipp 26

Tipp 27
Tipp 28

Tipp 29
Tipp 30
Tipp 31
Tipp 32
Tipp 33

Tipp 34

Tipp 35
Tipp 36
Tipp 37

Tipp 38
Tipp 39
Tipp 40

Tipp 41
Tipp 42

Tipp 43

Der Stau baut sich erst wieder ab, wenn die momentane Ankunftsrate unter die
Abfertigungsrate gefallen ist. Bestimmen Sie zuerst den Zeitpunkt t,, bei dem dies
eintritt.

Wie viele Fahrzeuge stehen nach 12 Stunden im Stau?
Beachten Sie, dass der Parameter a eine Konstante ist.

Der Extrempunkt E aus Teilaufgabe a liegt auf der y-Achse. Beachten Sie, dass sich
seine y-Koordinate durch eine quadratische Funktion mit der Variablen a beschrei-
ben ldsst.

Bestimmen Sie einen Normalenvektor von E.

Machen Sie eine Skizze der Pyramide und entscheiden Sie, ob der gesuchte Winkel
spitz oder stumpf ist.

Welches spezielle Dreieck liegt hier vor?

Zeichnen Sie den Quader in die Skizze der Pyramide ein.

Betrachten Sie den Quadereckpunkt U, der auf der Pyramidenkante BS liegt.
Da hier mit Zurticklegen gezogen wird, liegt eine Bernoulli-Kette vor.

Da die beiden schwarzen Kugeln direkt hintereinander auftreten sollen, kann man
hier die Formel von Bernoulli nicht verwenden.

Wie viele schwarze Kugeln kdnnen sich nach dem Ziehen aus Gefafd G1im Gefafs
G2 befinden?

Bestimmen Sie einen Normalenvektor von E.
Wie lauten die Koordinaten des oberen Stabendes G?

Da der gesuchte Winkel spitz ist, ist er gleich grofs wie der Schnittwinkel
der Geraden g, in der der Stab liegt, und der Ebene E.

Bestimmen Sie eine Gleichung der ,Lichtgeraden” durch L und das obere Ende G
des Stabes.

Beachten Sie, dass nicht jeder Punkt der Ebene E auch auf der Platte liegt.
Welche Bedingungen gelten fir die Koordinaten aller Punkte, die auf der Platte
liegen?

Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene F, auf der die Kreisbahn liegt.
Es liegt eine Binomialverteilung vor.
Der Erwartungswert einer Binomialverteilung l&sst sich sehr einfach berechnen.

Es handelt sich hier um einen rechtsseitigen Signifikanztest.



Tipps

Beachten Sie bei dﬂer Anwendung der Produktregel auch die Kettenregel.
Sie wissen: Vx = x2

|u

Denken Sie an die ,Umkehrung der Kettenregel”. Machen Sie vorsorglich immer
eine Probe durch Ableiten der ermittelten Stammfunktion, ehe Sie das Integral
berechnen.

Nehmen Sie die Substitution x?=u vor und I6sen Sie die entstehende quadrati-
sche Gleichung.

Welche Wirkung hat der Faktor 2 vor dem Kosinusterm?
Welche Wirkung hat der Summand -2 nach dem Kosinusterm?

%-x muss 0 sein. Denken Sie an die Periodizitdt der Kosinusfunktion und das
angegebene Definitions-Intervall.

Sie missen nacheinander an beiden Graphen Funktionswerte ablesen. Beginnen
Sie mit g(3). Bestimmen Sie eine der beiden Nullstellen von f.

Verwenden Sie die Produktregel. An den Graphen kdnnen Sie die Funktionswerte
von f und g sowie die von f'und g’ ablesen.

Zur Bestimmung der Spurpunkte verwenden Sie die Achsenabschnittsform der
Ebenengleichung. Durch welche Punkte geht die Schnittgerade der Ebenen?

Der Normalenvektor von G muss auch orthogonal zur Geraden durch die Spurpunk-
te F,(014]0) und F5(0]0]2) sein. Verwenden Sie als Koordinatenform der Gleichung
von Ebene G die Achsenabschnittsform.

C liegt auf der zu g orthogonalen Hilfsebene.
Als Normalenvektor der Hilfsebene kénnen Sie den Richtungsvektor der Geraden
verwenden.

8 14\2
Der Summand (180)-(%) (%) erinnert an die Formel von Bernoulli.
Schreiben Sie die beiden anderen Summanden analog auf.
Verwenden Sie die Formel von Bernoulli.

Die Gerade durch den Kugelmittelpunkt und den Beriihrpunkt ist orthogonal zur
Beriihrebene (Tangentialebene).

Den Extrempunkt kdnnen Sie dem Graphen entnehmen.

Die Wendestelle x, ist eine Extremstelle des Graphen der Ableitungsfunktion.
Beachten Sie: Die y-Koordinate des Wendepunkts ist nicht die y-Koordinate des
Extrempunkts des Graphen der Ableitungsfunktion.

Vermuten Sie die Gleichung der Asymptoten anhand des Graphen.

Lésen Sie die Gleichung 3-u-f(u) = 8 (GTR).
Die Bedingung lautet u =f(u). Losen Sie diese Gleichung (GTR).

Setzen Sie die Gleichung zur Berechnung des Mittelwerts mit der Variablen a an
und [8sen Sie diese (GTR).




10 Abitur 2014

Geben Sie den Abstand der beiden Extrempunkte E1(—t‘%t3); E2(t‘ —%t3) in
Abhangigkeit von t an (Pythagoras) und |6sen Sie die entstehende Gleichung (GTR).

Im Zeichenfenster sollten y-Werte bis etwa 500 zu sehen sein.
Die Koordinaten des Extrempunkts konnen Sie dem Graphen entnehmen.

Mithilfe eines Integrals konnen Sie die Gesamtzahl der ankommenden Fahrzeuge
berechnen.

Die Ankunftsrate ist durch f(t) beschrieben, die Abfertigungsrate betragt 110 Fahr-
zeuge je Stunde.

Mithilfe eines Integrals kann man die Gesamtzahl der im Stau stehenden Fahr-
zeuge berechnen.

Berechnen Sie zun&chst den Zeitpunkt t,, zu dem die momentane Ankunftsrate
unter die neue Abfertigungsrate 220 Fahrzeuge je Stunden féllt.

Es reicht die notwendige Bedingung zur Berechnung des Extrempunkts.

Zeichnen Sie den Graphen dieser quadratischen Funktion mit dem GTR.
In welchem Bereich liegen die Funktionswerte?

— . 5 . -5
Der Normalenvektor von E muss auf den Vektoren SB = 5] und SC= 5
-12 -12

senkrecht stehen.

Der gesuchte Winkel ist spitz und daher genauso grof3 wie der Winkel zwischen der
Ebene E und der Ebene x; = 0.

Das Dreieck BCS ist gleichschenklig. Die Basis BC hat den Mittelpunkt M.
Die Strecke MS ist eine Hohe des Dreiecks.

Der Quader hat eine quadratische Grundflache mit der Seitenlange 5 Léngen-
einheiten.
Der Mittelpunkt R der Kante BS ist ebenfalls ein Eckpunkt des Quaders.

Die Pyramidenkante BS liegt auf der Geraden mit der Gleichung X = +V-

5 -5
5 -5].
0 12

Sie kdnnen P (Xz12) nicht direkt berechnen. Bestimmen Sie die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit mithilfe des Gegenereignisses.

Wie viele Pfade gibt es, bei denen die beiden schwarzen Kugeln direkt hinterein-
ander auftreten?

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass man keine, eine bzw. zwei
schwarze Kugeln aus dem Gefafd G1 zieht.
Beachten Sie dabei, dass man ohne Zurticklegen zieht.

I — - — -10
Der Normalenvektor von E muss auf den Vektoren AB = 0] und AC=| -6
0 3

senkrecht stehen.
Das obere Stabende ist G(5|6]2).

Ein Normalenvektor von E ist ng = |1
2

0
, ein Richtungsvektor von gist U = (0)
1



Tipps

8 -3
Gleichung der ,Lichtgeraden” g: X =[10|+s-|-4|. Schneiden Sie g mit E.
2 0

Fir die x,-Koordinaten aller Punkte, die auf der Platte liegen, gilt 0=x,=10.
In welchen Intervallen missen die anderen beiden Koordinaten liegen?

Eine Ebenengleichung von F lautet x5 = 2.
Die Kollisionspunkte liegen auf F und missen von G den Abstand 5 Langeneinheiten
haben.

Mithilfe des GTR kdnnen Sie die kumulierten Binomialverteilungen berechnen.

Fur den Erwartungswert einer Binomialverteilung gilt: E(X) =n-p
Bestimmen Sie das Intervall, in dem X liegen muss.

Im Extremfall liegt eine Bgyg, o0, Verteilung vor.
Welche Ungleichung ergibt sich mithilfe des Signifikanzniveaus von 5%?

Folgende Tipps helfen, Liicken zu schlief3en:

Tipp 1

Tipp 2

Tipp 3

Tipp 4

Tipp 5

Tipp 6

Tipp 7

Tipp 8

Tipp 9

Tipp 10

Tipp 11

Tipp 12

Bearbeiten Sie aus [ die Beispiele b) und d) und die Aufgabe d), aus [Z[3 das
Beispiel ¢) und die Aufgaben b) und c), aus [T das Beispiel a) und die Aufgabe e).

Bearbeiten Sie aus [l das Beispiel 3 und die Aufgabe 1d), aus [Z7E]l das Beispiel
3¢) und die Aufgaben 1a) und 2f).

Denken Sie an die Resubstitution. Bearbeiten Sie aus [224 das Beispiel f) und die
Aufgabe f).

Bearbeiten Sie aus [FE] die Beispiele 1 bis 4 und die Aufgaben 1, 3 und 4, aus
[ F 74| Beispiel 1b), Beispiel 3 und die Aufgaben a) und d).

Die Kosinusfunktion ist periodisch mit der Periode 2. Bearbeiten Sie aus [ die
Beispiele 1 und 2 sowie die Aufgaben a) und b).

Bestimmen Sie den Funktionswert von f an der Stelle g(3).
Die gefundene Nullstelle heifie u,. Fiir welchen Wert x, nimmt g diesen Wert an?

Die Ableitungen an der Stelle 2 erhalten Sie als Steigungen der Tangenten an die
Graphen.

Bearbeiten Sie aus [#£F13 die Beispiele 1 und 2 und die Aufgaben 1 und 2, aus
[FFX1 das Beispiel 1 und die Aufgabe 1.

Vergleichen Sie die Koeffizienten in der Achsenabschnittsform mit den Koordina-
ten der gegebenen Spurpunkte. Bearbeiten Sie aus [Z713 das Beispiel 1 und die
Aufgabe 2.

Bearbeiten Sie aus [ das Beispiel 1 und die Aufgabe 1.
e oo (L8105 (943 (82"

Identifizieren Sie n, p und k und beachten Sie, dass es sich um die Summe von drei
Einzelwahrscheinlichkeiten handelt.

Bearbeiten Sie aus 75Xl das Beispiel 1. Beachten Sie dabei die Definition der
Binomialkoeffizienten.

1"
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Tipp 13

Tipp 14

Tipp 16

Tipp 17

Tipp 18

Tipp 19

Tipp 21

Tipp 22
Tipp 23

Tipp 24

Tipp 25

Tipp 27
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Tipp 15

Tipp 20

Tipp 26

Tipp 28

Den Berlihrpunkt erhalten Sie als Schnittpunkt der Lotgeraden mit der Tangential-
ebene. Der Abstand des Berlihrpunkts vom Kugelmittelpunkt ist der Radius. Lesen
Sie den einleitenden Text aus [FE[ und bearbeiten Sie das Beispiel 1.

Beachten Sie: Die y-Koordinate des Wendepunkts ist f(x).

(CASIO) Verwenden Sie im RUN-Men den Befehl SolvN, um die Gleichung zu |6sen.
(TI) Bestimmen Sie die Schnittstellen des Graphen der Funktion g mit g(x) = x f(x)
und der Geraden mit der Gleichung y = 8.

(CASIO) Verwenden Sie im RUN-Men den Befehl SolvN, um die Gleichung zu [6sen.
(TI) Bestimmen Sie die Schnittstelle des Graphen der Funktion f und der Geraden
mit der Gleichung vy = x.

Bearbeiten Sie aus [Z5 Beispiel 3 sowie die Aufgabe 4.

u+3

(CASIO) Losen Sie die Gleichung %I f(x)dx = 2,2 im RUN-Meni mithilfe des

u
Befehls SolvN. Beachten Sie dabei, dass u als Variable definiert werden muss.
(TI) Bestimmen Sie die Schnittstelle des Graphen der Funktion g mit

x+3

g(x) = %J f(x)dx und der Geraden mit der Gleichung y = 2,2.

Fur den A;stand der beiden Extrempunkte in Abhangigkeit von t gilt:
d(®) = 4t2+ 26

Wahlen Sie folgende Fenstereinstellung: -2=x=32; -50=y=500

Beachten Sie, dass sich die Extremstelle des Graphen von f im gewahlten Zeichen-
fenster befinden muss.

Bearbeiten Sie aus [#:7) das Beispiel und die Aufgabe.
Beachten Sie: Anfangs stehen keine Fahrzeuge vor dem Grenziibergang im Stau.

Loésen Sie die Gleichung f(t) =110 (GTR).

2
Berechnen Sie G —J (f(H)-110)dt
2,54

Die Anzahl der Fahrzeuge im Stau nach 12 Stunden kann durch J (fF()-110)dt,
254
15,90

die Anzahl der Fahrzeuge, die nach 12 Stunden ankommen, durch I (f(t)-220)dt
beschrieben werden.

Bearbeiten Sie aus [ZCE1 Beispiel 2 und aus IFPE] Beispiel ¢) sowie die Aufgabe c).
Der Graph dieser quadratischen Funktion hat den Hochpunkt H(%‘ %)

Welche Bedeutung hat die y-Koordinate dieses Hochpunkts im Hinblick auf die
Fragestellung?

Bearbeiten Sie aus [FFE) das Beispiel 1 oder 2 und Aufgabe 1, 2, oder 3.

Bearbeiten Sie aus [ das Beispiel ¢) und die Aufgabe c).
Bearbeiten Sie aus [Z0EE1 das Beispiel und die Aufgabe 1.
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Tipp 29 Fir den Flacheninhalt gilt: A = % |VS>||B_C>|

Bearbeiten Sie aus [Z[17] das Beispiel und die Aufgabe.

Bearbeiten Sie aus [Z[ das Beispiel 2 und die Aufgabe.

Alternative: Der Betrag des Vektors SB x SC entspricht dem Fldcheninhalt des
Parallelogrammes, das von den beiden Vektoren SB und SC aufgespannt wird.
Der Flacheninhalt des Dreiecks BCS ist halb so grof} wie der dieses Parallelo-
gramms.

Tipp 30 Bearbeiten Sie aus [ die Beispiele 1 und 2 und die Aufgabe.
Die xs-Koordinate von R ist die Hhe des Quaders.

Tipp 31 Beachten Sie: u; muss doppelt so grof3 wie u, oder u, sein.
Tipp 32 Bearbeiten Sie aus [7EZ] das Beispiel 3 und Aufgabe 1c).

Tipp 33 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fuir einen Pfad, bei dem zwei schwarze Kugeln
direkt hintereinander auftreten.

Multiplizieren Sie anschliefiend diese Wahrscheinlichkeit mit der Anzahl der
glinstigen Pfade.

Tipp 34 Zeichnen Sie ein geeignetes Baumdiagramm fiir dieses zweistufige Zufalls-
experiment. Berechnen Sie anschlieffend mithilfe der Pfadregeln die gesuchte
Wahrscheinlichkeit.

Tipp 35 Bearbeiten Sie aus [ZEFX das Beispiel 2 und Aufgabe 1, 2 oder 3.

Tipp 36 Bearbeiten Sie aus [Z2F13 das Beispiel 2 und die Aufgabe 2.

Tipp 37 Bearbeiten Sie aus [ das Beispiel 1 oder 2 und die Aufgabe 1 oder 2.
Tipp 38 Bearbeiten Sie aus [Z2LEE] das Beispiel 2.

Tipp 39 Fir die x,-Koordinaten aller Punkte, die auf der Platte liegen, gilt: 0=x,56
In welchem Intervall muss die x;-Koordinate liegen?

Tipp 40 Da die Kollisionspunkte in F und in E liegen miissen, liegen sie auf der Schnitt-
geraden g von Eund F.
Bearbeiten Sie aus [FEELTd die Beispiele 1 und 2 und die Aufgabe 3.
Gesucht sind also zwei Punkte von g, die von G den Abstand 5 Ladngeneinheiten

haben. Lésen Sie die Gleichung V(t-5)%+ (6-2)2 + (2-2)? = 5 mit dem GTR.
Tipp 41 Bearbeiten Sie aus [ZFEL] das Beispiel 2 und die Aufgabe 1b).

Tipp 42 Bearbeiten Sie aus [#PE%] das Beispiel 4 und die Aufgabe 11).
Tipp 43 Bearbeiten Sie aus [7L%] das Beispiel 1 und die Aufgabe 1a).
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Losungen
Pflichtteil

Aufgabe 1
Mit Produktregel, Potenzregel und Kettenregel folgt aus f(x) = Vx -e2x = X32-e2%;

1 1
(%) =%.X*§.e2x+xf.e2x.2

£100 = 5i=e+ 21k e

Aufgabe 2

{4 i 1.(4 ! 1]
= [4. “3gx = [4-2.(1). -2 o[-

!(2x+1)3dx JZ‘ (2x+1)dx I4 2 (—2) @x+1) IO [ @xr 17l
SR (I T RS-
o3 12) =5t1=5

Das Integral hat den Wert %.

Aufgabe 3

X4 =4+3x2
x4=3x2-4=0
Substitution: x2=u
u2-3u-4=0
D=(-3)2-4-1-(-4)=9+16=25>0
_-(3)#V25 315

Ug2 = 2 2
u, = 4; U, = -1
Resubstitution:
x2 = 4; x2=-1

X1=-2; Xp;=2 Diese Gleichung hat keine reelle Losung.

Die gegebene Gleichung hat die beiden Lésungen -2 und 2.

Aufgabe 4
a) Es gilt: f(x) =cos(x); g(x) = 2-cos(%-x)—2

Der Graph von cos %-x entsteht aus dem Graphen von f durch eine Streckung
mit dem Streckfaktor % (Stauchung mit dem Faktor %) in x-Richtung.

Der Graph von 2-cos (%x) entsteht aus dem Graphen von cos(%-x) durch
eine Streckung mit dem Streckfaktor 2 in y-Richtung.

Der Graph von 2-cos (%-x)—z entsteht aus dem Graphen von 2-cos (%x)
durch Verschiebung um 2 Einheiten in y-Richtung nach unten.
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Der Graph von g entsteht also folgendermafien:

Der Graph von f wird mit dem Faktor % in x-Richtung und mit dem Faktor 2
in y-Richtung gestreckt und anschlieflend um 2 Einheiten in y-Richtung nach
unten verschoben.

Hinweis: Die Streckung in y-Richtung muss vor der Verschiebung erfolgen.

b) Nullstellen von g fir 0=sx=4: Iﬂ
2~cos(%-x)—2 =0
2'cos(%-x) =2

cos (%x) =1

I,

= oy =
5°x=0 oder 5°X=2m1

X;=0 oder x,=4

Die L8sung x, = 4 ergibt sich wegen der Periode 27t der Kosinusfunktion.
Im gegebenen Intervall [0;4] kommen also nur x, =0 und x, =4 in Frage.

Die einzigen Nullstellen von g sind 0 und 4.

Aufgabe 5

a) Ablesung an den Graphen ergibt: g(3) =-1, f(g(3))=f(-1)=5
Man erkennt: f(4) =0 und 4 =g(-2). Folglich gilt: f(g(-2)) =0
Hinweis: Eine zweite Losung ergibt sich durch f(0) =0 und 0 =g(2).
Daher gilt auch: f(g(2)) =0

b) Mit der Produktregel und Ablesen der entsprechenden Werte an den Graphen | F15 |
erhélt man:
h' () =1 00)-g()+f()-g'(x)
h'(2) =f(2)-g@+f(2)-g'(2)
h'(2)=0-0+(-4)-(-1)

h'(2) =4
Aufgabe 6
a) Darstellung der Ebenen in Achsenabschnittsform: Im

E: 2=t B P22

Spurpunkte der Ebene E:

E,(410]0), E,(0]4]0) (E;existiert nicht, da die Ebene E parallel zur x;-Achse ist.)
Spurpunkte der Ebene F:

F,(410]0), F,(01410),F5(010]2)
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Darstellung der Ebenen im Koordinatensystem:

Gleichung der Schnittgeraden g von E und F:
Die Schnittgerade g der beiden Ebenen enthalt die Punkte E; und E,.
Eine Gleichung der Schnittgeraden von E und F lautet daher:

|4 -4
g: X=(0]+s-| 4
0 0

b) Gleichung der Ebene G:
Da G parallel zur x,-Achse und die Gerade durch F, und F; Spurgerade mit der
X,X3-Ebene sein soll, ergibt sich als Ebenengleichung in Achsenabschnittsform:

G: %+% =1 (oder dquivalente Darstellung wie z.B. x,+2x; = 4)

Aufgabe 7
Gleichung der Geraden g durch die Punkte A(1[10|1) und B(-3]131):
N 1 -4
g: X=[{10]+s-| 3
1 0

Abstand des Punktes C(2[3|1) von g:

1. Lésungsweg:
H sei eine Hilfsebene durch C und orthogonal zur Geraden g. Der Richtungsvektor
von g kann als Normalenvektor von H verwendet werden. Die Gleichung von H in
Koordinatenform lautet:
H: —4x,+3x,=d
Punktprobe mit C liefert:
-4-2+3-3=d
d=1
H: —4x1+3x,=1
Der Schnittpunkt der Geraden g mit dieser Hilfsebene H ist der Lotfufipunkt des
Lotes von C auf g. Man erhalt mit der Gleichung von g:
-4-(1-4s)+3-(10+3s) =1
-4+16s+30+9s=1
255 =-25
s=-1
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Mit diesem Parameterwert erhélt man den LotfuBpunkt S(5|7|1) des Lotes von C
auf g und damit den gesuchten Abstand:

— 5 2 3
dc:g)=1csl=|[7]-(3]|-||4|| - 7+ @v o - 5
1 1 0

Der Punkt C hat von Gerade g den Abstand 5 Langeneinheiten.

2. Losungsweg:

Den Flacheninhalt A des Parallelogramms APQC kann man Q
einerseits mit |U|-d(C;g) berechnen, andererseits mithilfe ,/.\
des Kreuzprodukts |U X Hﬂ Daraus folgt d(C;g) = %.
3
Mit [dl=|[4]| =V32+42+02 = 5;
0
., (2 1 1 . 3 1
AC=(3]-{10|=[-7| und 1T xACl=||4|x[-7|| = 25
1 1 0 0 0

erhélt man d(C;g) = 5.

Aufgabe 8

a) Mit 10 = (190); 1= (18) und 1= (%)O erhalt man den umgeschriebenen Term:

8 2 9 1 10 0
oy - (S 3F+()-8 4+ (B2
Man erkennt, dass 10 Spiele gespielt werden, die jeweils mit der Wahrschein-
lichkeit % verloren werden. Der erste Summand gibt die Wahrscheinlichkeit da-
flir an, dass acht Spiele verloren werden, der zweite Summand die Wahrschein-

lichkeit dafiir, dass neun Spiele verloren werden und der dritte Summand die
Wahrscheinlichkeit daftir, dass alle zehn Spiele verloren werden.

Ereignis A: Von zehn Spielen verliert man mindestens acht Spiele.

b) Die Zufallsvariable X beschreibe die Anzahl der verlorenen Spiele bei vier Spielen.

Die Wahrscheinlichkeit bei einem Spiel zu verlieren, betragt % Es liegt eine
Binomialverteilung mit n=4 und p =% Vor.

esits Poc-2) - ()3 - 13535

Der Spieler verliert mit der Wahrscheinlichkeit % zwei der vier Spiele.

Aufgabe 9

Man bestimmt die Gleichung der Lotgeraden g, die durch den Kugelmittelpunkt M
geht und orthogonal zur Ebene E ist. Dabei kann man den Ortsvektor von M als
Stiitzvektor und einen Normalenvektor der Ebene als Richtungsvektor der Geraden
verwenden.

Der Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene E ist der Bertihrpunkt B der Kugel
und der Ebene.

Die Lange der Strecke MB ist der Kugelradius.

17
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Wahlteil

Aufgabe A 1.1

a) Skizze des Graphen K unter Verwendung des GTR:
LY

H

Die Wendestelle erhalt man mit dem GTR als Extremstelle der Ableitungs-
funktion ', die y-Koordinate des Wendepunkts durch Einsetzen der Wende-
stelle in die Gleichung von f.

Hochpunkt H*(2,00]7,36), Wendepunkt W*(4,00 | 5,41)
Gleichung der Asymptote: y =0

b) Fur die MafRzahl A (u) Ly
des Flacheninhalts des
Dreiecks OPQ gilt: 7T
AQU) = 5-u-f(u) 6+
Bedingung: 8 = %-u-f(u). 5l
. . . Qulf(w)
Die Gleichung [6st man 44
mit dem GTR.
Man erhalt: u, =2183... 31 K
Das Dreieck OPQ hat 27
fir u; =218 den Flachen- 1
inhalt 8 Flacheneinheiten. X
Anmerkung: Der GTR liefert 40 1 2 3 4Pu | » 7 8 9
noch einen zweiten Nahe- -

rungswert u, = 6,62, der
ebenfalls zu einem Dreieck mit dem Flacheninhalt 8 Flacheneinheiten fihrt.

Da die Seite OQ Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks OPQ ist, kann dieses
Dreieck nur gleichschenklig sein, wenn OP und PQ gleich lang sind.

Die Bedingung dafiir lautet: u = f(u).

Mit dem GTR erhé&lt man: u; = 4,605...

Das Dreieck OPQ ist fiir u~ 4,61 gleichschenklig.
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c) Die linke Grenze des gesuchten Intervalls heif3e a. lm
Mit der gegebenen Funktion f, dem Mittelwert m = 2,2 und der Intervalllange

b
b-a =3 ergibtsichaus m = ﬁ-jf(x)dx die Bedingung:
at3 a
22- %aj 10x-e~05%dx
Mit dem GTR erhalt man a =5,497....
Das Intervall der Lénge 3 Langeneinheiten ist ndherungsweise [5,5;8,5].

Bemerkung: Eine zweite N&herungslésung ist das Intervall [-0,9;2,1].

Aufgabe A 1.2
Bestimmung der Koordinaten der beiden Extrempunkte:
Ableitung: f{(x) =x?>-t% t>0

Notwendige Bedingung: f{(x) =0
x2-t2=0
X1=t x,=-t
Die Extremstellen sind also x; =t und x, = -t.
Damit ergibt sich:

f) = 383-12t = =285 f (- = 30 -t2-(-0) = 3¢
Die Extrempunkte sind E, (t‘ —%t3) und Ez(—t‘%ﬁ).
Abstand d der beiden Extrempunkte: | F33
d) = \/(t—(—t))2+(—§t3—§t3)2 - 4+ TSe
Bedingung: d(t) =13; t>0
Mit dem GTR ergibt sich t, =2,097...

Die beiden Extrempunkte haben fiir t= 2,10 den Abstand 13 Lédngeneinheiten.

Hinweis:
Wegen der Symmetrie des Graphen zum Koordinatenursprung O reicht es auch aus,

die Bedingung d*(0;E;) = d*(t) = t2+gt6 =6,5 anzusetzen.
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Aufgabe A 2.1
a) Skizze des Graphen von f: AF(D
Zeitpunkt der maximalen 3004
Ankunftsrate:
Mit dem GTR bestimmt man 250
den Hochpunkt H(10]325) des 2004+
Graphen.
150+
Die Ankunftsrate ist 10 Stunden
nach Beobachtungsbeginn 100
maximal. 5o
Anzahl der in den ersten 6 Stun- : : : : : : : t
den angekommenen Fahrzeuge: 0 4 8 12 16 20 24 28
6 6
_ [1300000-t
If(t)dt = ) t+30000 A°
0 0
Der GTR ergibt 769,050...

In den ersten 6 Stunden sind etwa 770 Fahrzeuge angekommen.

b) Zeitpunkt des Staubeginns:
Der Stau beginnt, wenn die Ankunftsrate grof3er als die Abfertigungsrate ist.
Dieser Zeitpunkt ldsst sich mit der Bedingung f(t) = 110 ermitteln.
Der GTR liefert: t; =2,541...

Der Stau beginnt nach etwa 2,5 Stunden.

Maximale Anzahl der Fahrzeuge im Stau:
Die Zahl der im Stau stehenden Fahrzeuge nimmt ab, wenn die momentane
Ankunftsrate wieder unter 110 sinkt. Diesen Zeitpunkt kann man mit der Be-
dingung f(t) =110 und t>t, ermitteln.
Mit dem GTR ergibt sich t, = 21,859...
Die Differenz f(t)-110 aus Ankunftsrate und Abfertigungsrate beschreibt den
momentanen Zuwachs der Fahrzeuganzahl im Stau. Die Gesamtzahl G der im
Stau stehenden Fahrzeuge erhalt man daher durch:
7 2% 1300000
-t
G =J(f(t)—’|’lO)dt =2IJ4 (m—mo dt

Der GTR liefert G =2324,968...
Vor dem Grenziibergang stehen maximal etwa 2320 Fahrzeuge im Stau.

Maximale Anzahl der Fahrzeuge bei Erhohung der Abfertigungsrate:

Die Stauldnge setzt sich aus zwei Anteilen zusammen: der Stauldnge vom
Zeitpunkt t; =2,541... bis zum Zeitpunkt t; =12 bei einer Abfertigungsrate
von 110 Fahrzeugen je Stunde und der Stauldnge vom Zeitpunkt t; =12 bis
zum Zeitpunkt t, bei einer Abfertigungsrate von 220 Fahrzeugen je Stunde.

Der Zeitpunkt t, ist erreicht, wenn die Ankunftsrate wieder unter 220 Fahrzeuge
je Stunde fallt.

Bedingung fiir t,: f(t) =220 und t=>t;

Mit dem GTR erhélt man t, = 15,904...
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Damit gilt fur die maximale Stauldnge:
t, t,

G = [(F@®-110)dt + [ (F(©)-220)dt
t t

12

15,90
_ ((1300000-t J’ 1300000t _
_ZSJ; t4+30000 110)dt+12 t4+30000 220)dt

Der GTR liefert den Wert 1602,350...

Bei einer Erhohung der Abfertigungsrate wiirde die Stauldnge hochstens etwa
1600 Fahrzeuge betragen.

Aufgabe A 2.2

a) Bestimmung des Extrempunkts:
Ableitungen:
f.(x) = a-(-sin(x) = —a-sin(x); f/(x) =-a-cos(x); -m<x<m a>0
Notwendige Bedingung: f.(x) =0
-a-sin(x)=0
sin(x) =0
X, =0
Aus f)(0)=-a-cos(0)=-a und a=>0 folgt, dass x, =0 eine Maximumstelle
ist.
Es gilt: f,(0) =a-cos(0)-a%=a-a?

Der Graph G, von f, hat den Hochpunkt H_ (0 |a-a?).

Hinweis: Die Aufgabenstellung verlangt nicht den Nachweis, dass es sich um
einen Extrempunkt handelt.

Alternative Losung:

Der Graph G, entsteht aus dem Graphen G mit g(x) = cos(x) durch Streckung
mit dem Streckfaktor a in y-Richtung und anschlieBender Verschiebung um a2
nach unten. Der Extrempunkt von G, hat daher dieselbe x-Koordinate wie der

Extrempunkt von G.

Der Graph G hat im Intervall ]-1; [ nur den Hochpunkt H(0|1) als Extrem-
punkt. Der Hochpunkt des gestreckten und verschobenen Graphen ist dann
H,(0]f,(0) =a-a?.

b) Mdgliche Schnittpunkte des Graphen G, und der y-Achse:
Aus Teilaufgabe a) ist bekannt, dass die y-Koordinaten der Schnittpunkte von
G, mit der y-Achse die Funktionswerte der Funktion h mit h(a) =a-a?%a>0,
sind.
Der Hochpunkt des Graphen der Funktion h kann mit dem GTR bestimmt

werden. Man erhalt (%‘ %) Da der Graph von h eine nach unten geoffnete
Parabel mit dem Hochpunkt als Scheitel ist, folgt h(a) = %

Daher kann kein Graph G, durch einen Punkt der y-Achse gehen, der eine
grofiere y-Koordinate als % hat.

21
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Aufgabe B 1.1

a) Koordinatengleichung der Ebene E:

1.Losungsweg: =~ |-5 5 -10 . 0 5 -5
Die Vektoren BC=| 5|-|5|= 0) und BS=| 0|-(5|=|-5| kdnnen
0 0 0 12 0 12

als Spannvektoren der Ebene BCS gewahlt werden. Ein Normalenvektor dieser
Ebene Iasst sich mithilfe des Kreuzprodukts berechnen. Es gilt:

o _, [-10} (-5 0
R=BCxBS=| 0|x|-5|=(120
o/ \12] | s0

Ein Normalenvektor mit kleineren Koordinaten ist

0
12].
5

Eine Ebenengleichung in Koordinatenform ist demnach 12x,+5x; =d mit
noch unbekanntem d. Die Punktprobe mit dem Punkt S(0]0]12) ergibt d = 60.

Eine Koordinatengleichung von E lautet 12x,+5x3 = 60.

2. Lésungsweg:

Eine Koordinatengleichung von E hat die allgemeine Form ax; + bx,+ cx; = d.
Die drei Punkte B, Cund S liegen auf E. Daher macht man drei Punktproben.
Fur Punkt B(5|5]0) folgt: a- 5 +b-5+c- 0=d ()

Fur Punkt C(-5]5]0) folgt: a-(-5)+b-5+c- 0=d (I)

Fur Punkt S(010]12) folgt: a- 0 +b-0+c-12=d (lll)

Das vereinfachte Gleichungssystem heif3t jetzt:

0 5a+5b=d

() -5a+5b=d

m 12c=d

Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten ergibt a =0 und damit:
(I1a) 5b=d

(D) 12c=d

Nun ist d beliebig wahlbar. ZweckmaRigerweise wahlt man ein gemeinsames
Vielfaches von 5 und 12, um Bruchzahlen zu vermeiden. Ein gemeinsames
Vielfaches ist 60.

Mit d =60 erhdltman b =12 und c=5.

Eine Koordinatengleichung von E lautet 12x,+5x; = 60.

Winkel zwischen der Seitenflache BCS und der Grundflache ABCD:

Die Grundflache der Pyramide liegt in der x,x,-Ebene, da die x;-Koordinate der

Punkte A, B, C und D den Wert 0 hat. Die Spitze S liegt auf der x5-Achse. Daher

bilden die Seitenflachen und insbesondere die Flache BCS mit der Grundflache
einen spitzen Winkel.

0
Ein Normalenvektor der Ebene E ist 12), ein Normalenvektor der Grund-
0 5
flache (x,x,-Ebene) ist .
1
Fir die Weite o des Winkels zwischen den beiden Normalenvektoren gilt:
0\ (0
(12 ~(0
cos (o) = 5P\ 0-0+12-0+5-1 _5
0 0) V02+122+52 02+ 02+ 12 13
12|]-|| 0
50111
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Damit erhédlt man o = 67,4°. Da der zu bestimmende Winkel der Abbildung
nach ein spitzer Winkel sein muss, ist dies bereits die zutreffende Winkelweite.

Der Winkel zwischen der Seitenflache BCS und der Grundflache ABCD hat
naherungsweise die Weite 67,4°.

Die folgende Abbildung veranschaulicht die Sachverhalte fiir alle Teilaufgaben.

Flacheninhalt des Dreiecks BCS:
Wegen der beziiglich der x,xs-Ebene symmetrischen Lage der Punkte B und
C ist das Dreieck BCS gleichschenklig mit BS = CS. Da M(0|5]0) der Mittel-
punkt der Grundseite BC ist, ist MS die Dreieckshéhe.
Die Grundseite BC hat die Lénge 10 Langeneinheiten.
Fur die Ladnge h der Hohe MS gilt:
0
-5

=02+ (-5)7+122 = 13
12

Fur die Mafzahl A des Flacheninhalts ergibt sich:

—

h=Ims| -

1 57 1
A=5-BC-h=7:10-13 =65
Das Dreieck BCS hat den Flacheninhalt 65 Flacheneinheiten.
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b) Quadervolumen:
Sowohl die Pyramide als auch der einbeschriebene Quader liegen symmetrisch
zur X,X5-Ebene. Der Bildpunkt Q"(2,5|-2,5|0) des Punktes Q bei Spiegelung an
der x,x5-Ebene ist ebenfalls ein Eckpunkt des Quaders. Die Kante QQ" hat somit
die Ldnge 5 Langeneinheiten.

Der gesuchte Eckpunkt R liegt senkrecht tiber dem Punkt Q und auf der

5 -5
Pyramidenkante BS. Die Gerade (BS) hat die Gleichung X = 5) + u-(—S).
0 12

Punktprobe fur R(2,512,5|h):

() 25=5- 5u

() 25=5- 5u

(D) h=0+12u

Aus (1) oder (II) folgt u = % Mit (Ill) ergibt sich h =6 und damit R(2,5/2,5]6).
Fur das Volumen folgt die Maf3zahl V =5-5-6 = 150.

Der Quader hat das Volumen 150 Volumeneinheiten.

Alternative Losung:

Der Punkt Q liegt auf der Diagonalen BD des Quadrats ABCD. Er ist der Mit-
telpunkt der Strecke OB. Aus Symmetriegriinden verlaufen die Grundkanten
des Quaders in der x,x,-Ebene parallel zu den Grundkanten der Pyramide. Jede
dieser Grundkanten hat die Lange 5 Lédngeneinheiten (zentrische Streckung
von O aus mit dem Streckfaktor 0,5).

Der Punkt R liegt senkrecht tiber dem Punkt Q und auf der Pyramidenkante BS.
Die Strecke QR ist eine Kante des Quaders, dessen Volumen zu berechnen ist.
Die Strecke QR ist halb so lang wie die Strecke OS (zentrische Streckung von B
aus mit dem Streckfaktor 0,5) und zugleich die Hohe h des Quaders. Aus 0S =12
folgt h=6.

Koordinaten des Wiirfeleckpunkts U auf der Kante BS:

Der Wiirfeleckpunkt T(t|t]0), 0<t<5, liegt auf der Diagonalen BD in der
Pyramidengrundfléache. Jede Wiirfelkante hat demnach die Lédnge 2t. Der senk-
recht tber T liegende Eckpunkt des Wiirfels muss daher die x;-Koordinate 2t
haben. Dieser Eckpunkt U (t|t|2t) liegt auf der Geraden durch B und S mit

5 -5
der Gleichung X = (5] +v- —5).
0 12
Daraus folgt:
() 5-5v=t
() 5-5v= t
(D) 12v =2t

Al 1) folgt: t=6
us (1) folgt v 2
g

Mit (1) oder (Il) erhdlt man v = % und damit t = 37.

Aig)

Der Wiirfeleckpunkt auf der Kante BS ist U (% ke
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Aufgabe B 1.2

a) Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 12 Mal eine schwarze Kugel gezogen wird:
Da aus Gefafd G1 mit Zurlicklegen gezogen wird, liegt eine Bernoulli-Kette der
Lange 20 vor.

Die Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln sei X.

Fir die Trefferwahrscheinlichkeit gilt: p = % =06

Es liegt also eine By, ¢ Verteilung vor.

Man erhalt: P(X212) = 1-P(X=11) = 0,5956 (GTR) EE

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 12 Mal eine schwarze Kugel gezogen
wird betragt ca. 59,6 %.

Wahrscheinlichkeit fuir zwei schwarze Kugeln in zwei direkt aufeinander fol-
genden Ziigen:

Die Trefferwahrscheinlichkeit fiir eine schwarze Kugel aus Gefafs G2 betragt
p==-03.

Da aus Gefafd G2 mit Zurlicklegen gezogen wird, &ndert sich diese Trefferwahr-
scheinlichkeit nicht.

Wir wahlen folgende Bezeichnung: Ereignis A: Von acht gezogenen Kugeln
sind genau zwei direkt nacheinander gezogene Kugeln schwarz.

Da die beiden schwarzen Kugeln direkt hintereinander gezogen werden, sind
hier nicht alle mdglichen Pfade einer Bernoulli-Kette interessant.

Mit einer Pfadregel folgt fiir die Wahrscheinlichkeit eines glinstigen Pfades:
P(ss) = 0,32-0,76

Fir dieses Ereignis A sind sieben Pfade giinstig:

SSWWWWWW, WSSWWWWW, ..., WAWWWWWSS [ F 211 |
Also gilt fur die gesuchte Wahrscheinlichkeit: P(A) = 7-0,32-0,76 = 0,0741

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A betrégt ca. 7,4 %.

b) Wahrscheinlichkeit, dass die Kugel schwarz ist:
Da ohne Zuriicklegen gezogen wird, &ndert sich die Trefferwahrscheinlichkeit
fiir eine schwarze Kugel mit jedem Zug.
Es sind drei Félle fiir das Ziehen aus Gefafd G1 moglich:

Fall VYahr.scheinIichkeit
fiir diesen Fall

1. Es wird keine schwarze Kugel aus G1 gezogen. %% = %

2. Es wird genau eine schwarze Kugel aus G1 gezogen. 2-%-% = %

3. Es werden zwei schwarze Kugeln aus G1 gezogen. %-g = %

Ziehen einer Kugel aus Gefafd G2:

Die Anzahl der schwarzen Kugeln in G2 und damit die Wahrscheinlichkeit, eine
schwarze Kugel aus G2 zu ziehen, hdngt davon ab, welcher der drei Falle beim
Ziehen aus G1 eingetreten ist. Es kdnnen 3, 4 oder 5 schwarze Kugeln in G2
liegen. Die drei Falle mussen entsprechend ihrer Wahrscheinlichkeiten bertick-
sichtigt werden.

Ereignis B: Die Kugel, die aus G2 gezogen wird, ist schwarz.

Esgilt: P@) =& -2 +2-2+2.2-8 -1 _035

Die aus Gefafd G2 gezogene Kugel ist mit der Wahrscheinlichkeit 35% schwarz.
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Aufgabe B 2.1
a) Koordinatengleichung der Ebene E durch A, B, C und D:

Die Ebenengleichung hat die Form ax, +bx,+cx; = d.

Die drei Punkte A, B und C liegen auf E. Daher macht man drei Punktproben.
Fur Punkt A(10]6]0) folgt: a-10+b-6+c-0=d (I)

Fur Punkt B(0]6]0) folgt: a- 0+b-6+c-0=d (I)

Fur Punkt C(0|0|3) folgt: a- 0+b-0+c-3=d (lll)

Das vereinfachte Gleichungssystem heif3t:
(I) 10a+6b =d
an 6b =d
my 3c=d

Nun ist d beliebig wéahlbar. Zweckméfligerweise wahlt man ein gemeinsames
Vielfaches von 3 und 6, um Bruchzahlen zu vermeiden. Das kleinste gemein-
same Vielfache ist 6.

Mit d=6 erhdltman c=2, b=1 und a=0 (GTR).

Die Gleichung der Ebene E heifst x,+2x; = 6.

Zeichnung:
Die Zeichnung ist bereits durch die in den folgenden Teilaufgaben relevanten
Punkte erganzt.

A X3

34C

2__

’]__

o 1 1 1 1 1 B 1 1 1 e XZ

1—-1+2+4-341-526-1-71-81-9-+10

2 G v
3 L i
D 4 2
5 ,//
7 F it

X1
Berechnung der Weite o des Winkels zwischen dem Stab und der Platte:
Der auf der x,x,-Ebene senkrecht stehende Stab hat den Fuf3punkt F(5|6]0)
und wegen der Lédnge von 2 Metern im Modell den anderen Endpunkt
G(516(2).

Der Vektor F_G) ist

2

0
Ein Normalenvektor der Platte (Ebene E) ist (’I )
2

Der gesuchte Winkel ist offenkundig ein spitzer Winkel.
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o\ (o
0|1
. . 2/ \2 [0-0+1-0+2-2] 4 2
Daher gilt: sin(x) = = =t ==
g (@ 0 0 V0Z+02+22 02+ 12422 25 V5
oll-|{1
2 2

Der Winkel zwischen Stab und Platte hat etwa die Weite 63,4°.

b) Schattenpunkt H des oberen Stabendes auf der Ebene E:

)

Der Lichtstrahl liegt auf der Geraden g durch die Punkte L und G. Die Gerade g
schneidet die Ebene E im gesuchten Schattenpunkt H.

N 8 5 8 8 -3
Gleichungvong: x =[10|+t-||6]|-|10||=|10]|+t (-4
2 2 2 2 0

Bestimmung des Schnittpunkts H von g und E:
(10-4-t)+2-2+0-1)=6

14-4t=6
t=2

L (8 -3\ (2

h={10]+2-[-4] =2

2 ol 12

Der Schattenpunkt des oberen Stabendes auf der Ebene E ist H(2|2|2).
Begriindung dafir, dass der Schatten des Stabs vollstéandig auf der Platte liegt:

Ein Punkt der Ebene liegt auf der Platte, wenn seine x,-Koordinate zwischen 0
und 10 liegt (den x4-Koordinaten von A und B), seine x,-Koordinate zwischen 0
und 6 liegt (den x,-Koordinaten von C und B) und seine xs-Koordinate zwischen
0 und 3 liegt (den x5-Koordinaten von A und C).

Alle diese Eigenschaften treffen auf die Koordinaten des Punktes H(2|2]2) zu.
Der Schattenpunkt des oberen Stabendes liegt also auf der Platte.

Der Schatten beginnt im Fuf3punkt F des Stabs auf dem Rand der Platte.
Folglich liegt der Schatten des Stabs vollsténdig auf der Platte.

Gleichung der Ebene F, auf der sich die Lichtquelle bewegt:

Da diese Ebene F parallel zur x,x,-Ebene ist und die Lichtquelle L die x5-Koor-
dinate 2 hat, lautet eine Ebenengleichung x; = 2.

Die moglichen Kollisionspunkte liegen daher auf der Schnittgeraden der Ebene
E und der Ebene F.

Bestimmung der Schnittgeraden g der Ebenen E und F:
Aus x,+2x3 =6 folgt mit x3 =2 zundchst x, = 2. x, kann beliebig gewahlt
werden, etwa x; =s. Dann erhalt man:

L% S 0 1
g: X=[xy]=|2]=(2]|+s-|0
X3 2 2 0

Radius r des Kreises, auf dem sich L bewegt:
=37+ (4 +07 = 5

Koordinaten der beiden Kollisionspunkte:
Jeder Kollisionspunkt K(k, |k, | ks) liegt auf der Geraden g und hat von G den
Abstand r.

Es gilt: r= |r@| =

-3
-4
0
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Daraus folgt:
_ 5 ki 5 O0+s 5-s
r=1kGl=|{6]- [k ||=|l6]-| 2 ||=|| 4 || VGB-s7+42+02 =5
2 ks 2 2 0

Der GTR liefert die Lésungen s; =2 und s, =8.

Einsetzen dieser Parameterwerte in die Gleichung von g ergibt die Kollisions-
punkte.

Die Kollisionspunkte sind K;(2|2]2) und K,(812]2).

Aufgabe B 2.2

a) Wahrscheinlichkeit P(X = 30):
Es liegt eine Bggy, o5~ Verteilung vor.

Es gilt: P(X=30) ~0,0571 (GTR)

Die Wahrscheinlichkeit, hbchstens 30 fehlerhafte Bleistifte zu erhalten, betragt
ca.5,7%.

Wahrscheinlichkeit, dass der Wert von X um weniger als 10 vom Erwartungs-
wert abweicht:

Fur den Erwartungswert von X gilt: E(X) =n-p =2800-0,05 = 40

Gesucht ist also die Wahrscheinlichkeit P(31 = X =49).

Es gilt: P(31=X=49) = P(X=49) - P(X=30).

Die kumulierten Wahrscheinlichkeiten berechnet man mit dem GTR:
P(31=X=49)=~0,8777

Hinweis: Es gibt auch GTR-Modelle, die P (31 =X = 49) direkt, also ohne Differenz-
bildung, berechnen kénnen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass X um weniger als 10 vom Erwartungswert abweicht,
betragt ca. 87,8 %.

b) Nullhypothese H,: p =0,02; Gegenhypothese H,: p > 0,02
Es liegt ein rechtsseitiger Hypothesentest vor.
X ist die Anzahl der fehlerhaften Stifte.
Stichprobenumfang: n =800
Signifikanzniveau: 5% = 0,05
Im Extremfall liegt eine Bgg, o, Verteilung vor.
Gesucht ist das kleinste g, fuir das gilt: P(Xzg) = 0,05
PXzg) =1-P(X=g-1) = 0,05
Gesucht ist demnach das kleinste g mit P(X=g-1) 2 0,95.
Man erstellt mit dem GTR eine g1 22 23 24
Wertetabelle fiir die kumulierte P(Xsg-1) | 09436 | 09648 | 09788
Binomialverteilung:
Der GTR liefert g-1 =23, also g=24.

Man entscheidet sich gegen die Nullhypothese, falls man mindestens 24 fehler-
hafte Stifte in der Stichprobe findet.

Alternative: Falls der GTR Uber einen inversen Binomialbefehl verfiigt, kann
man g -1 direkt mit dem GTR berechnen.




