Philipp: Julia und ich Sind zusammen
48 Janre alt.

Julia: Zusammen Sind wir 66 Jahre alt.
Anna: Vor 20 Jahren war Philipp
dreimal so alt wie ich.

'T\-“U=20V

Stromstirken n
Gleichstromnetzen

Das konnen Sie schon

- Die Loésungsmenge einer linearen Gleichung Beherrschen Sie die
angeben inhaltlichen Voraus-
- Gleichungssysteme mit zwei Variablen I6sen setzungen?

o Seite 224
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Das konnen Sie bald

- Das Gauf3-Verfahren zum Lésen von Gleichungs-
systemen mit drei Variablen anwenden.

- Sachaufgaben mit linearen Gleichungssystemen
modellieren
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Sie kennen verschiedene Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme. Im Folgenden sind
diese Verfahren an verschiedenen Beispiele durchgefiihrt.

Benennen Sie die Verfahren.

Beschreiben Sie, wie man allgemein bei jedem dieser Verfahren vorgeht.

Uberlegen Sie sich Beispiele, in denen jeweils eines der Verfahren vorteilhaft ist.

Beispiel 1 Beispiel 2 Beispiel 3
| 7X1=3X2+1 | X1=_2X2+3 | 3X1+2X2=7
Il 7X1=5X2_3 I X1+X2=15 I 5X1_2X2=1
3y, +1=5%—3 (-2x, +3) +x, = 15 3"”‘3’)‘::;
4 = 2%, =X t+3 =15 !
X, = 2 =X, =12 T
Fxy=3:A+1=7 X = =12 x,:1
x, =1 i X, = =2(-12) + 3 = 27 3'“““:7
Ldsung X1=1i X, =2 LOSHVlg X =27; X, =-12 2%, =4

X, = 2
Losung x,=1; %, =2

Carolin, Emil und Samuel haben sich drei Aufgaben ausgedacht. Bestimmen Sie die moglichen
Losungen der Aufgaben.

Carolin: Ich denke mir eine Zahl. Emil: Ich denke mir eine Zahl.
Wenn ich zu der Zahl 5 addiere, Wenn ich zu der Zahl 5 addiere und das
erhalte ich dasselbe Ergebnis, wie Ergebnis verdoppele, dann ergibt sich
wenn ich vom Dreifachen der dieselbe Zahl, wie wenn ich die Zahl ver-
Zahl 3 subtrahiere. doppele und dann 10 ad diere.

Samuel: Ich denke mir eine Zahl.
Wenn ich zu der Zahl 5 addiere und
das Ergebnis verdoppele, dann ergibt sich
dieselbe Zahl, wie wenn ich die
Zahl verdoppele und dann 15 addiere.
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| Lineare Gleichungssysteme

(o}
Lesen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts der beiden Geraden aus der Zeichnung ab und
berechnen Sie anschlieflend seine Koordinaten durch Gleichsetzen der beiden Gleichungen.
g y=6x-7 y
h: y=-7x+7
Warum ist eine Rech- 3l
nung notwendig?
2 =+
1 -
1 1 1 1 1 1 1 1 1 X
5 -4 -3 -2 -1 0 2| 3|45
_1 -
_2 -
_3 =+
_4 =+
Hasret hat die folgenden linearen Gleichungssysteme gelost. Nachdem sie fertig war und die
Losung kontrolliert hatte, hat sie ihr Konzeptpapier zerrissen und in den Papierkorb geschmis-
sen. Finden Sie heraus, welche Schnipsel zu welcher Aufgabe gehéren und geben Sie fiir jedes
LGS die Losung an.
Aufgabe 1 2x
=[4X =
2X1_4X2+5X3= 3 { 5_XX+‘$-X3-3 2x1 "'4XZ+ ;X5= 3
3x, + 3%, + Txs = 13 o X =g gt Xo= =T
4xg = 2%y — 3%3 = —1 2= SXs = 4 —38%, = =38
Aufgabe 2 4 o 3
— - 2% — 4% * =
2X1 = 4xy+ 5x3= 3 1 1“z+ x5=-17 2X1=4X2+85x3=3
2X1+ 6X2_ 9X3=19 - 2 3 SXq2 -7 =
10x, - 17%, + 203 = 19 —bx+13%= 7 A-tks=4
1 2 3 4 X3 =4
Bei der dritten Aufgabe hat Hasret ein anderes Ergebnis als ihre Nebensitzerin. Hat sie einen
Fehler gemacht?
Aufgabe 3
3x, _ = |1
3+ 2%, -~ X3= 15 Tt A= = g 3y, + A% X :1
“5X+ Xy - 2X3 = —1 B~ 11x, = 2 13%, = 1% =
X; = 3%, + 25 = —13 A T —168%, = 192
Erkundungen 9

© Ernst Klett Verlag GmbH, Stuttgart 2022 | www.klett.de | Alle Rechte vorbehalten Text: Detlef Hoche Seite aus: Lambacher Schweizer
9“2 Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfaltigung fiir den eigenen Abbildungen: imprint, Zusmarshausen; Oehler, Sandra, Remseck Qualifikationsphase Analytische Geometrie Hessen

Unterrichtsgebrauch gestattet. Die Kopiergebiihren sind abgegolten. ISBN: 978-3-12-735751-6




1 Losen eines linearen Gleichungssystems
-

Grofvater und Enkelin sind zusammen

78 Jahre alt. Vor vier Jahren war der GroRvater
sechsmal so alt wie seine Enkelin. Wie alt sind
sie jeweils heute?

l'_r—'_i"

Die bisher bekannten Verfahren (Einsetzungs- und Additionsverfahren) zur Lésung eines linearen
Gleichungssystems (LGS) lassen sich auf lineare Gleichungssysteme mit mehr als zwei Variablen

Uibertragen. Mit dem in der Schule verwendeten Taschenrechner kann man die Losung eines LGS
mit drei Gleichungen und drei Variablen bestimmen. Deshalb wird man ein LGS mit mehr als drei

Variablen soweit reduzieren, dass es mit dem Taschenrechner |6sbar ist.

I xq- X3— X4=-1 So kann man z.B. das nebenstehende LGS

Il x4+ Xp+4x3-2%x,=-4 durch Auflosen der Gleichung IV nach x, und

I 2X4= Xy— X3+ X4=5 Einsetzen in Gleichung |, Il und Il in ein LGS

IV 4xy—=5x3+ X4=-2 mit drei Gleichungen und drei Unbekannten
verwandeln.

IVa X4 =—bXy+5x3-2

la  xq- X3= (-4x,+5x3-2)=-1

Ila X1+X2+4X3_2(_4X2+5X3_2)=_4
Illa 2X1_X2_ X3+ (_4X2+5X3_2)=5

la  Xq+4x,-6x3=-3 Dieses LGS kann man dann mit dem Taschen-
lla  Xx4+9% - x3=-8 rechner |6sen oder mit der gleichen Methode
Illa 2x4 = 5%y +4x3=7 in ein LGS mit zwei Gleichungen und zwei

Unbekannten reduzieren.

Gibt man in den Taschenrechner die Koeffizienten, das sind die Zahlen vor x4, X5, X3, ein, erhélt

man als Losung: xq=1; X, =-1; x3=0.
Diese Werte setzt man in IVa ein und erhalt x, = 2.

Um die Losung eines LGS zu bestimmen, kann man z.B. mithilfe des Einsetzungsverfahrens
dieses auf ein LGS mit weniger Gleichungen und weniger Variablen reduzieren. Diese Methode

setzt man solange fort, bis man die Losung des urspriinglichen LGS angeben kann.

—0

o [

Beispiel 1 LGS ohne Taschenrechner losen
Berechnen Sie die Losung des LGS.

I 2x4+ 5%, =1

I xy= x=- x3=-1
1l 10x, +2x3=0
Losung

12 x; = ~5x,. Einsetzen in Il ergibt: | 21" 2%2 -
a x3 = -5xp Einsetzeninllergbt: |\ = "~ o, _

Ila aufgelost nach x4 ergibt Ilb xq=-4x, - 1. Eigesetztin | -8x,-2+5x,="1;
-3%X,-2=1 -3%X,=3; X, =-1. Und damitaus Ilb x;=3 undaus Illa x3=5.
Die Losung des LGS lautet (3; -1; 5).
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| Lineare Gleichungssysteme
(o}

Beispiel 2 LGS mit Taschenrechner I6sen
Bestimmen Sie die Losung des LGS.
| 2X1“ Xy — X3+ X4=5

I x4 - X3=2X%,=9

[ Xyt X3+ 3x4=-7

IV X4+ 2%, - 3x%3 =-1

Losung

Il aufgelost nach x, ergibt llla x, = x3 + 3x, + 7 eingesetzt in | und IV ergibt
la 2x1= X3=3%x4-7 - X3+ X4,=5 la 2X%q=2xX3-2%4=12

1] X1 - X3=2X%,=9 Il X1— X3—2X4=9
IVa Xq+2x3+6x,+14-3x3 =-1 IVa Xxq- Xx3+6x4,=-15

Der Taschenrechner liefert x4 = 4; x3=1; x4 = -3. Eingesetzt in Illa ergibt x, = -1.
Die Losung des LGS lautet (4; -1; 1; =3).

Beispiel 3 Anwendung des Additionsverfahrens

Berechnen Sie die Losung des LGS.

| =Xx1+Xx,+3x3=-6

I X1 =Xy— X3=4

N xq+x+ x3=6

Losung

Man ersetzt Il durch die Summe aus | und Il, sowie Il durch die Summe aus Il und Il und erhalt:
| X1+t Xy +3X3=-6

1E] 2x3=-2

Illa 2x4 =10

Daraus ergibt sich x4 =5, x3 =-1. Setzt man diese in | ein, erhdlt man x, = 2.

Aufgaben
O 1 Bestimmen Sie die Lésung des LGS mit dem Taschenrechner.
a)  Xqt Xp+t3x3=-2 b) x+ X, =0 ) =X t+t5xy+2x3=1
2X1+2X2— X3=3 X1 - X2"7X3=1 0,5X1+ X2_5X3=_‘1
_7X1 - X3=1 _X1_2X2_5X3=_1 2X1+4X2_ X3=5,5

O 2 Berechnen Sie die Lésung des LGS.
a) X +2x,=3 b) 3xq+5x,=1 ) 2x1+3%x,=2
- = + =
X1 Xo 0 2X1 X 3 %X1—%X2=0

O 3 Bestimmen Sie die Lésung des LGS.

a) 2X1+t Xy = 5X3 = X4 =2 b) 3xq+ 2%y = X3 =0 c) 4xq +X4=0
X1~ Xy~ X3 =0 2%qt+ 3%y =5 X1 + X3 =0
Xyt X3 =1 2X3 =-2 Xy +3X3 = X4 =1

X4 =1 X1+ Xy -X4=—4 X1+ X+ X3+t X4=4

m o} Lésung | Seite 231

4 Bestimmen Sie die Losung des LGS.

a) 3x1+t XptX3— X,=4 b) X+ x,+x3+ x,=0 €) 2X1 =Xy +3X3 - 2%, =1
X1 =0 X1~ Xy =0 X1+tXo— Xzt X4=4
6Xq+ 2%y + X3+ 2%, =1 Xyt X3+ X4=1 Xo+ Xzt X4=9
X1= Xy - X4=5 X1~ Xp +2X,=-2 X1 + X4=5
O
1 Losen eines linearen Gleichungssystems 1

© Ernst Klett Verlag GmbH, Stuttgart 2022 | www.klett.de | Alle Rechte vorbehalten Text: Detlef Hoche Seite aus: Lambacher Schweizer
9‘12 Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfaltigung fiir den eigenen Qualifikationsphase Analytische Geometrie Hessen

Unterrichtsgebrauch gestattet. Die Kopiergebiihren sind abgegolten. ISBN: 978-3-12-735751-6




@ 5 Nach der Reduktion des LGS auf drei Gleichungen mit drei Variablen berechnet der Taschenrech-
ner die Losung des reduzierten LGS. Berechnen Sie die Werte der anderen Variablen.

@6

e8

o [

a) 2x1— Xpt+t3X3t X,=6
4X1+ X2+9X3_ X4=0
5X1_8X2+ X3+2X4=4

2X1+ X _3X4=1
TR: X1=7; X3=_3; X4=6
X2=?

Bestimmen Sie die Losung des LGS.
a) 91— 5%, + X3— X4=5
5x1+ Xo+t X3t X4=1
X1~ 8%y +2Xx3+4x,=3
X1t Xy - x=3

b) X1= Xp+ X3tdx =4
5)(2_ X3~ X4t X5=_6
X1_8X2_3X3+2X4 =-3

X1t Xot Xz— X4~ X5=_1
X1+2X2_3X3 +2X5=_7
TR: Xy ==1; X3=4; X4=-1
X1=.7; X5=?

b) 3x4 + X3 = 2X4 +4X5=-7
X4 + X3 =5
“2X1+ 33Xyt X3 = 2X4+ X5=6
X1 - X4 =-2

5X1+ Xo) = X3~ X4t X5=0

Bestimmen Sie die Losung des LGS.
a) 3X1_2X2+X3_ X4=3

X1 + X4=2
3X2+X3 =7
_X1+3X2 _2X4=4

b) 2x4+ Xo— Xz3— 2x4=-1
X1+t 3Xy+  X3—12%x,=-9
-2x1+ Xt Xzt 5x,=6
8X1+ Xo—T1Ix3— X4=0

In Julians Heft wurde mit Tinte gekleckert. Nun ist nicht mehr alles lesbar. Schreiben Sie die
Rechnung ab und erganzen Sie die fehlenden Teile.

Bestimmung der Losung des LGS

| x1‘+x3+2x4=—1

I =he) + X=Xzt Xy = 6

S

1] X, - X =

IV 3%, —6X,+ X, “ﬁ 3

Taschenrechner lictert die Losung

X, = 12; X, =€4=5

Grundwissen Test

Vereinfachen Sie den Term.

a)

ath
aZ_bZ

12
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b) 3st+2st2-4t(2s + st) )

Il aufgeldst nach x, ergibt xx*
eingesetzt inl, Il und IV ergibt

la | |x; + X%, - x4=»

lla -x, - X*;—T 6
Va 3%, + X, =S%; = 3

Aus Ill crhalt man:“

Die Ldsung des LGS ist

(12; ;‘5

X2+ Xy
y2+xy

Text: Detlef Hoche
i Malz, Anja,

-

O Losung | Seite 231

O

(o] Grundwissen
Seite 216

Losung | Seite 231
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2 Das Gauf3-Verfahren

Lena und Sven erhalten beim Losen
zweier unterschiedlicher LGS die gleiche
Losung. Hatte man das erkennen kdnnen?

Der Mathematiker Carl Friedrich Gaufs (1777-1855) entwickelte ein Verfahren, das sicher und
elegant zur Losung eines linearen Gleichungssystems fiihrt. Dieses Verfahren ist Grundlage der
Lésungsmethode von Taschenrechnern und Computerprogrammen.

Da das nebenstehende LGS in Stufenform vorliegt, kann man die L&- 2X1= 3%+ Xx3=-8
sung leicht bestimmen: Aus der dritten Gleichung folgt x3 = -2. 2%y, +5x3=-6
Anschlielend erhalt man durch Einsetzen von x3 =-2 aus der zweiten -2x3= 4

| Lineare Gleichungssysteme

(o]
o]

Lenas LGS Svens LGS
3X1+2X2~X5= 3X1+ 2X2—X3: 6
X = Xt Xg = S Xp + x3= 0
Wt X=Xy = 6 x3= -1

(o]

Gleichung x, =2 und durch Einsetzen von x3=-2 und x, =2 aus

der ersten Gleichung x;=0.

Jedes LGS lasst sich durch die folgenden Aquivalenzumformungen fiir lineare Gleichungssysteme

in Stufenform umwandeln.

Haufig werden bei Umfor-

(1) Zwei Gleichungen werden miteinander vertauscht. mungen die Aquivalenz-

(2) Eine Gleichung wird mit einer Zahl ¢ # 0 multipliziert.

umformungen (2) und
(3) kombiniert, also ein

(3) Eine Gleichung wird durch die Summe oder Differenz von ihr und einer anderen Gleichung Vielfaches addiert oder

ersetzt.

subtrahiert.

Mit dem GaufB3-Verfahren findet man systematisch die Losung eines LGS:

| X1—3X2+3X3=_3
1] 5X1“3X2+ X3 = 5 lla=11-5-1
M 2% - 2%, + 2x5= 2 lla=11-2-1

| X1_3X2+ 3X3=—3
lla  12x,-14xs = 20
lla  4x,- 4xs= 8 llb=3-llla-lla

| X1—3X2+ 3X3=‘3
I 12, - 14x; = 20
1l Ix;= 4

Man entfernt x4 mithilfe von | aus den ande-
ren Gleichungen. Gibt es kein x4 in Gleichung
|, so vertauscht man diese vorher mit einer
Gleichung , in der x4 vorkommt.

Nun entfernt man mithilfe von Gleichung Il a
aus llla die Variable x,.

Die Losung erhélt man aus dieser Stufenform Fiir die Losung eines LGS
und gibt sie als sogenanntes 3-Tupel in der kann mla" al:fhfieseb
Form (X1; Xo; X3) an: 3: 4; 2). Form als Stufenform be-

o [

trachten:
X1 =1
Das vorgestellte Verfahren lasst sich auf LGS mit n Variablen tbertragen. X1 +%, =5
X1+ Xyt X3=2
O
Gauf3-Verfahren zum Losen linearer Gleichungssysteme mit n Variablen
1. Man eliminiert mithilfe einer Gleichung durch Aquivalenzumformungen die Variable x; aus
allen anderen Gleichungen.
2. Mit den restlichen Gleichungen verféhrt man nun schrittweise genauso fiir die Variablen
X9, X3, <ot Xp.
3. Man l6st die Gleichungen der Stufenform schrittweise nach den Variablen x,,, ..., X5, X4 auf.
40
13
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Um Schreibarbeit zu sparen, kann man ein
lineares Gleichungssystem in Kurzform an-
geben.

Dabei notiert man in jeder Zeile nur noch die
Koeffizienten und die Zahl auf der rechten
Seite.

Dieses Zahlenschema bezeichnet man als Matrix.

Beispiel 1 LGS mit dem GauB-Verfahren losen
Losen Sie das lineare Gleichungssystem mit
dem GauB-Verfahren.

Losung

| 3xq+6Xy—2X3=-4

Il 3xi+2x,+ x3= 0 lla=1-1l
I 1,5%1+ 5%, - 5x3==-9 llla=1-2-1ll
| 3x4+6X%Xy-2x3=-4

Ila 4xy—-3x3=-4

Illa -4x,+8x3="14 lllb=1Illa+lla

| 3X1+6X2_2X3=_4
Ila 4X2_3X3=_4
lib 5xs = 10

Beispiel 2 LGS in Matrixschreibweise losen
Losen Sie das in Matrixschreibweise gegebene
lineare Gleichungssystem mit dem Gauf3-
Verfahren.

Losung

| 51 2| 4

I {21-4|19 lla=2-1-5-1l
IIM\4 0 3[-5 IMa=1-2-1

| 5 1 2 4

lla | 0 -3 24|-87

Illa \0 -2 11|-43 Mb=2-1la-3-1lla
| 5 1 2 4

lla {0 -3 24(-87

b \O0 0 15[-45

Losung: (1; 5; =3).
Beispiel 3 LGS geschickt l6sen
Bestimmen Sie die Losung des gegebenen

linearen Gleichungssystems.

Losung

LGS Matrixschreibweise
Xy +3x3 =10 0 13|10
5X1_3X2+ X3 = 5 5-31 5
=2, + 2x3 = 4 0-221-4

Erinnerung:
Die Faktoren vor den
Variablen heilen Koeffi-

zienten.
3X1 + 6X2 - 2)(3 =-4
3X1+2X2 + X3 = 0
1,5X1 + 5)(2 - 5)(3 =-9
(1) Damit x4 in den Gleichungen Il und Ill
~wegfallt”, ersetzt man Il durch die Diffe-
renz aus | und Il und Il durch die Diffe-
renz aus | und 2 - Ill.
(2) Damit x, in der Gleichung llla ,wegfallt”,
ersetzt man llla durch die Summe von
Illa und lla.
(3) Man bestimmt die Losung aus der Stufen-
form:
X3=2, X,=0,5 und xq=-1.
Losung: (=1; 0,5; 2).
51 2| 4
21 -4119 Man muss nicht immer
40 3[-5 die Gleichung | verwen-

den, um zu eliminieren.
Hier wird im ersten
Schritt die Gleichung Il
verwendet.

Dieses LGS kann man

| 2%, + X3=3 auch als eine Stufenform

betrachten:
Il X2 =4
X1+ 2Xx3+3%x,=1
1l X1+3X2+2X3=1 X3+2%;=3
Xa=4

Man kann die Losung direkt ablesen. Aus Il erhalt man x, = 4; dies in | eingesetzt, ergibt
X3 = =5 und beide Werte in Gleichung Ill eingesetzt ergibt x4 =-1.

Die Losung lautet also (=1; 4; =5).

14
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| Lineare Gleichungssysteme

(o}
Aufgaben
Bestimmen Sie die Losung des LGS. Lésungen zu den Auf-
a) 2%, - 3%y - 5x3 = -1 b) 3x;+8x,-3x3= 5 ©) 3xq+ 4xy+ 6X3= 5 gaben 1 bis 3:
2X2+ X3 = 0 4X2+ X3 = 1 17X2+24X3=16 (1, _1; 7) (0[ _4; %)
3X3= 6 “5X3=10 2X3= 7
Gi-12)
Bestimmen Sie die L&sung des LGS. (_%; %; _2)
a) X{+xy,+2x3= 14 b) 2x;=6xy+ x3=-1 C) 4xq+4x,+6x3= 8 ;=10
7X2+ X3 = 0 2X1+ X2+3X3= 0 6X2+ X3=_2 (41_3) (5;1; 2)
Txy = X3=-14 2x3=-6 4X1= 2%+ Tx3= 6 Y 2;3;-1)
(5;0;-2)
Bestimmen Sie die Losung des LGS.
a) Xt Xptdxz= 0 b) 2x4- X3- x3=2 ) Xyt X3=3 Vorsicht: Manches LGS
2X1= Xo— X3= 3 4x4 +6X3=2 X1+ 2%, = sieht aus wie eine Stufen-
form, ist aber keine!
_3X1+4X2_5X3=_7 _3X1+2X2_ X3=1 2X1 _X3=8 X(:r:nles-i-:3jr1 eine
Xy +X3=2
Bestimmen Sie die Losung des LGS. X1=3
a) 2xq—4x,+5x3= 3 b) =x4+7x,—-x3= 5 ) 05x,+02x3= 0
3X1+3X2+7X3= 13 4)(1_ Xy + X3 = 1 0,4X1+0,8X2+ X3=_3
4X1“2X2_3X3=_1 5X1_3X2+X3=_1 0,9X1+0,3X2+0,5X3=_'1
Bestimmen Sie die Losung des LGS.
11) 2 2 -1(-1 36(0
a) (2 3|1o) b) <4 —3|—4> 9 (6 6|—1>
Bestimmen Sie die Losung des LGS.
17 5-1]1 2 40|-12 12 2 4| 6
a)(-1-4 1|0 b)|-3 -4 2| 10 c(-5-4 8|-4
110 -314 7 101 23 2 1-210
m Lo} Losungen | Seite 231
Bestimmen Sie die Losung des LGS.
a) Xt 2xy,-2x3= 4 b) 2x1=3%, - X3=1 c) 10xq+3x,-2x3= 3
X2_‘2X3=_1 2X2+3X3=1 5X3=10
4X2+3X3= 7 4X1+2X2+3X3=6 2X1_' X2_3X3= 1
Bestimmen Sie die Losung des LGS.
1 313 05 1 -1|-4 12 35-1|-2
a)l2 03)|2 by2 3 12| 1 ) 7 -2 121
0-2212 15 -1 -11120 -Mm 3 2117
O
Welche Fehler wurden bei der Umformung des LGS gemacht?
A sy, + 5% = § b) 2%+ 3%, = §X; = 0
Il 3% + X, — 8§X; = 7 I Xt 3%, = 4 lla =111l
Ml =3%, + X, = 8%, =4  llla=Ill+I Il Xg— X3 =0 lla=1-1
I 3x + 5X = 8 I 2%+ 3%, — $X; = 0
Il 3% + X, — 8§X; = 7 lla X, = 4
lla —3%; = 9 llla C $¥% =4
2 Das GauB-Verfahren 15
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@ 10 Sarah hat folgendes LGS geldst. Raphael behauptet, das LGS mit weniger Rechenschritten 16sen

oM

12

e 13

o 14

o [

zu kdnnen. Nehmen Sie Stellung, was er meint.

1
S

]

12

I Xyt X, —4X; = 9 I Xyt 4%, — 4X; =
Il Xy — 8%, =9 lla=1-1 lla 2%, — 4X5 =
m 12X, =—12 lla - X3

I Xt AY, = #X =19 Xg ==3; %, ==1; X, =1
lla 12X1 = ‘f)(3 =0

1l 12X, =12 lla=lla-1 Losung: (1; ~1; —3)

Geben Sie ein LGS an, bei dem alle Koeffizienten von null verschieden sind und das die angege-

bene Losung hat.

a) (1;2;3) b) (-2; 5;1) o (1M d) (0; 3; 6)
O Losung | Seite 231
Bestimmen Sie die Losung des LGS.
a) 2xq+ 3%y +2x3=-1 b) X1+ Xp+ x3= 4 c) Xq+ X3=-2
4xy+ X3=-4 3Xqt+7%Xy - X3= -4 Xy +X3=-2
X1+3Xy— X3=-2 -Xq = 3%y = 2x3=-11 X1+ Xy
O
Ist die Aussage wahr oder falsch? Begriinden Sie lhre Antwort.
Die Aufzihlung der Aquivalenzumformungen auf Seite 13 kénnte man durch eine gleichwertige
Aufzahlung ersetzen, wenn man
a) die Nummer (3) ersetzt durch: ,Eine Gleichung wird durch die Summe von ihr und einer ande-
ren Gleichung ersetzt.”,
b) die Nummer (2) weglasst,
c) die Nummern (2) und (3) ersetzt durch ,Eine Gleichung wird durch die Summe eines Vielfa-
chen von ihr (Faktor # 0) und eines Vielfachen einer anderen Gleichung ersetzt.”,
d) zusatzlich in Teilaufgabe c) den Faktor Null zuldsst und die Nummer (1) wegléasst.
| 2X4-3%X,+5x3= 4
Gegeben ist das folgende Gleichungssystem: 1l 3x;+ Xy -2x3= 2
I =5xq = X, +2x3=-4
a) Ersetzen Sie in dem linearen Gleichungssystem die Gleichung Il durch die Summe aus einem
Vielfachen der ersten Gleichung und einem Vielfachen der zweiten Gleichung, sodass die
Variable x4 wegfallt.
b) Bestimmen Sie die Losung des Gleichungssystems.
¢) Schreiben Sie das Gleichungssystem in Matrixform und formen Sie die Matrix durch Aquiva-
lenzumformungen so um, dass in jeder Zeile genau eine Null steht.
d) Miriam hat Gleichung | durch die Summe I =2x =-2
von Gleichung Il und Ill ersetzt. Erkléren Il 3%+ Xy =23 =
Sie, wie sich dieser Schritt auf die Lésung Il =5%1 =Xy +2X3 =4
des Gleichungssystems auswirkt.
(o}
Seite 216

Bestimmen Sie die Losungsmenge.

3 _2 3 2
X X+2=5 X
X X X X
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| Lineare Gleichungssysteme

o
3 Losungsmengen linearer Gleichungssysteme
O
I y=-x+1 I y=-x+1 I y=-x+1
A 2xeay=2 | B 1 x+y=2 C 1 x-2y=1

Q) 2) 3)
Ordnen Sie die linearen Gleichungssysteme
den passenden Abbildungen zu.
(o}

Wie bei linearen Gleichungssystemen mit zwei Gleichungen und zwei Variablen kénnen auch
bei LGS mit mehr als zwei Gleichungen und Variablen nur folgende drei Félle auftreten: Das LGS
hat entweder genau eine Losung, keine Losung oder unendlich viele Lésungen. Die jeweiligen
Losungen fasst man in der Losungsmenge zusammen.

1. Fall: Das LGS hat genau eine Losung.

| X1+2X2+ X3=9 | X1+2X2+ X3 = 9 | X1+2X2+ X3 = 9
1] _2X1 - Xt 5)(3 =5 Ila 3X2 + 7X3 =23 Ila 3)(2 +7X3 =23
I X1~ X2+3X3=4 Ila _3X2+2X3=_5 b 9X3=18

An der Stufenform erkennt man:

Aus IlIb folgt x3 =2; aus lla ergibt sich x, =3 und aus | erhdlt man x;="1.

Da das LGS in Stufenform dieselbe Lésungsmenge L wie das angegebene LGS hat, gilt in diesem
Fall L= {(1, 3; 2)}

2. Fall: Das LGS hat keine Losung.

| 2)(1—3)(2_ X3=4 | 2X1_3X2_ X3 = 4 | 2)(1_3)(2_ X3 = 4
1] X1+2X2+3X3=1 Ila 7X2+7X3=_2 Ila 7X2+7X3=_2
I 3)(1—8)(2_5)(3:5 Ila _7X2_7X3=_2 b 0X3=“4

An der Stufenform erkennt man:
Die Gleichung Illb hat keine Losung; damit hat das gegebene LGS keine Losung. Die Losungs-
menge List leer: L={ }.

3. Fall: Das LGS hat unendlich viele Lésungen.

| X1+2X2_3X3= 6 | X1+2X2_ 3X3= 6 | X1+2X2— 3X3= 6
1] 2)(1— X2+4X3= 2 Ila _5X2+10X3=_10 Ila _5X2+10X3=_10
I 4X1+3X2_2X3=14 Illa _5X2+10X3=_10 b 0X3= 0

An der Stufenform erkennt man:

Die Gleichung Illb ist fiir jeden Wert von x5 erftllt. Zum Beispiel erhédlt man fir x3 =1 die L6-
sung (1; 4; 1).

Allgemein berechnet man zu einer gegebenen Zahl x5 =t die Losung aus der Stufenform so:
Aus lla erhdlt man x, =2+ 2t und aus | dann x, =6 -2x, + 3t =2 -t. Das gegebene LGS hat
unendlich viele Losungen. Losungsmenge: L={(2-t; 2 +2t; t)|teR}

o [

°]
Man bestimmt die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems, indem man es durch
Aquivalenzumformungen in Stufenform bringt.
- Entsteht dabei eine Gleichung, die keine Lésung hat, so ist die Losungsmenge leer.
- Kann man fir eine Variable einen Parameter einfiihren, so gibt es unendlich viele Lésungen.
- In allen anderen Fallen kann man durch Riickwartseinsetzen genau eine Losung bestimmen.
40
17
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Man kénnte vermuten, dass man die Art der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems
auBler an der Stufenform auch durch Vergleichen der Anzahl der Variablen mit der Anzahl der
Gleichungen des LGS erkennen kann. Dies ist nur eingeschrankt méglich, wie die folgenden
Beispiele zeigen.

Das LGS hat weniger Gleichungen als Variablen.

(1) X1+X2+X3=1 (2) X1+X2+X3=1
X1+X2+X3=2 X1+X2+X3=1
Keine Losung. Unendlich viele Lésungen.

Das LGS hat mehr Gleichungen als Variablen.

Bei weniger Gleichungen
als Variablen sagt man
auch: Das LGS ist unter-
bestimmt.

Bei mehr Gleichungen als

(D) x4+ %=1 2) x1+x=1 (3) X1+ xp=1 Variablen sagt man auch:

Yo+ Xy = 2 X1 = %o =1 s+ 2%y = 2 Das LGS ist iiberbe-
1772 172 1 2 stimmt.

X1+X2=3 2X1+X2=2 3X1+3X2=3
Keine Losung. Genau eine Losung: (1; 0). Unendlich viele Lésungen.

Beispiel Unendlich viele Lésungen I X +2X%;+ x3= 5

Bestimmen Sie die Losungsmenge des LGS Il Xq+3x,+2x3= 7

mit dem Gauf3-Verfahren. Il 2% + 5%y + 3x3 =12

Losung

| xq+2X,+ x3= 5 Uberfiihrung des LGS mit dem Gauf-Ver-

Il X +3x,+2x3= 7 lla=1Il-1 fahren in Stufenform.

Il 2x1+ 5%, +3x3=12 lla=1Ml-2-1

| X1+2X2+X3=5
Ila X2+X3=2
lla X, +x5=2 llb=1llla-lla

| X1+2X2+X3=5

Ila Xyt X3=2 Man setzt z.B. fiir x3 =t€R und |6st nach

Ib 0=0 den anderen Variablen auf.

| X1t 2%, +t=5 X, =2-1 x4=1+t Also ist die Losungs-

Ila Xy tt=2 menge

I1lb 0=0 L={(1+t; 2-t t)ltE[R}.

Aufgaben

Bestimmen Sie die Losungsmenge des LGS.

a) 2x1—4xy— x3= 1 b) 12x4+ 5%, = 3x3= 7 C) 2X1—4Xy— X3=2
5X2+2X3=16 7X2_3X3= 1 3X2_6X3=6

3X3= 9 0'X3=_2 0'X3=0

Das LGS hat unendlich viele Losungen. Bestimmen Sie die Lésungsmenge.

a) 2xqt Xyt x3=3 b) X1 = 2%y = X3=2 C) Xq—2Xyt4x3=4
Xy = X3 =1 2%y — 4x3=1 X -
3X2_6X3=%

Bestimmen Sie die Losungsmenge des LGS.

a) 3xq+t4xy+2x3=5 b) 3x1+2%x,+3x3= 9 €) 2X1= 3%y + 4x3= 1
2X1_3X2+ X3=8 4X2_3X3= 6 3X1+ Xy — 5X3= 7
2X3=6 2X1+4X2 =10 4X1+5X2_14X3=13
18
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| Lineare Gleichungssysteme

o}
O 4 Bestimmen Sie die Lésungsmenge des LGS.
-1 2-312 1 10 (1 101 |2
a) 0-1 2|2 byl-1-10 12 oflo11(2
0-2 412 2 3112 11012
O 5 Ein LGS hat die Losungsmenge L = {(5+3t; 2-2t; t)|t€R]. Ist das 3-Tupel Losung des LGS?
a) (8;0; 1) b) (2;4;2) 0 -12-2 d) 520 e) (-4,6;-3) 1) (651,05

O Test O Losungen | Seite 231

6 Bestimmen Sie die Lésungsmenge des LGS.

a) xXitxyt x3=0 b) 4x1+ Xp+ 7x3=12 ) X1t Xp— Xz3=-2
X1t Xp =2 5)(1 +10X3= 5 4X1+ X2+2X3=‘5
2X1 +2X3=4 —X1_2X2 =-2 6X1+3X2 =-9

7 Bestimmen Sie die Lésungsmenge des LGS.
25 -1 6 -1 54[1 14 -6| 5
a)(13-4|0 b)| 0 891 (73 3[10
12 -2 118 41 315

1110 2
@ 8 Geben Sie ein LGS mit drei Gleichungen und drei Variablen an, das die folgende Lésungsmenge
hat und bei dem alle Koeffizienten von null verschieden sind.
a)L={} b) L={3Bt 2t t)[teR} o L={G5 t t+D|teR}

@ 9 st die Aussage wahr oder falsch? Geben Sie ein Gegenbeispiel an, wenn die Aussage falsch ist.
a) Jedes LGS mit drei Variablen und zwei Gleichungen hat unendlich viele Lésungen.
b) Jedes LGS mit zwei Variablen und drei Gleichungen besitzt keine Losung.
c) Jedes LGS mit der gleichen Anzahl von Variablen und Gleichungen besitzt genau eine Losung.

@ 10 Bestimmen Sie die Losungsmenge des LGS.
a) Xq— Xp— Xz= 2 b) x4+ Xp+tx3= 1 ) 6X1+tx,+ x3=30
X1+2X2_4X3=_1 2X1_2X2+X3= 2 X1+X2+6X3= 5
X1~ Xy~ X3= 7 2X1+X2+5X3=10
—Xq + Xy =-3

@ 11 Bestimmen Sie die Lésungsmenge des LGS.
a) Xy +t4x,+ X3+ 2x4= 3 b) 2xq+ Xo+7Xx3-2%x4=5 ) XitXot Xgt+2x4= 0
Xp+2X3+ X4= 5 2X3+ X4=3 X1+ Xg=2X3— X4= 2
X1+ Xy =-1 2X1+ 2%y + X3 =1 2X1+ Xy = 3X3 =-1
X3— X4= 1 X3+ X4=2 =Xq + X3— X4= 1

@ 12 Tobias zweifelt die Vorteile des GauB-Verfahrens an. Er findet das Einsetzungsverfahren genauso

gut und Uberlegt:

4Als Erstes |6se ich eine der Gleichungen nach x4 auf und setze dann x; in die anderen Glei-

chungen ein. Damit habe ich x; aus diesen Gleichungen eliminiert. Nun verfahre ich mit den

restlichen Gleichungen und den anderen Variablen genauso. Insgesamt erhalte ich auch so die

Stufenform.”

a) Entwerfen Sie ein LGS mit zwei Gleichungen und zwei Variablen, mit dem Sie zeigen kdnnen,
dass das Gauf3-Verfahren zu einer einfacheren Rechnung fiihrt als das Einsetzungsverfahren.

b) Untersuchen Sie fir ein LGS mit zwei Gleichungen und zwei Variablen, ob das Einsetzungs-
verfahren auch bei LGS mit einer leeren Losungsmenge bzw. mit unendlich vielen Losungen
funktioniert.

3 Losungsmengen linearer Gleichungssysteme 19
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Bestimmen Sie die Losungsmenge des LGS.

1 0-3]2 ﬁ
a(3-2 6|5 b | 4
1

5-2 018

O Losungen | Seite 231

Geben Sie ein LGS mit drei Gleichungen und drei Variablen an, das die folgende Losungsmenge

hat und bei dem in jeder Zeile mindestens zwei Koeffizienten von null verschieden sind.
b) L={(0; -t; ) [teR}

a) L={(t+1; t-1; t)ltE[R}

o L={G t-1 HIteR]

Zeigen Sie, dass (3; 1; 0) und (3; 2; 1) Lésungen des LGS -x;+ X, - X3=-2 sind.

X1+ 2Xy—2Xx3= 5

2X1_ Xt X3 = 5

Bestimmen Sie die allgemeine Losung durch Einflihren eines Parameters t, ohne das LGS in Stu-

fenform zu bringen, und weisen Sie durch Einsetzen nach, dass dies die allgemeine Losung ist.

Auf einem Bauernhof gibt es viele Tiere.
Neben anderen Tieren gibt es zusammen 75
Ziegen, Hiihner und Ganse, die insgesamt 230
Beine und 70 Fliigel haben.

Stellen Sie aus diesen Angaben ein LGS auf
und bestimmen Sie die Lésungsmenge.
Begrtinden Sie, warum das LGS zwar unend-
lich viele Lésungen hat, die Aufgabe aber
nicht.

X1 +2X2=

Das Gleichungssystem —Xq +3X, =

interpretiert werden. Vergleichen Sie die Lésungen fiir diese Félle. Gibt es Uberschneidungen?

; kann sowohl als LGS mit zwei als auch mit drei Variablen

Man kann auch eine einzige Gleichung als LGS auffassen. Um das zu verdeutlichen, fligt man in
der Stufenform entsprechend viele Gleichungen hinzu, die immer erfillt sind. Bestimmen Sie die

Losungsmenge des LGS.
a) 2x1+ Xy, = 5x3 =1
0- Xy =0
0-x3 =0

b)X1+4X2_2X3=2

Gegeben ist ein LGS in Matrixform in Abhdngigkeit von reR:

2r+2r-2
1 1 r-1
17 r r=-2

8
2.
4

a) Zeigen Sie, dass das LGS fur r =1 genau eine Lésung hat.
b) Zeigen Sie, dass das LGS fir r=0 keine Losung hat.

c) Zeigen Sie, dass das LGS fur r =2 unendlich viele Lésungen hat, und geben Sie diese in

Abhéangigkeit eines Parameters t an.

d) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung des LGS in Abhangigkeit vom Parameter r.

Grundwissen Test

Bestimmen Sie die Losungsmenge.

4x -1
) xog=5 b) 3,75 =2
2
O tgex-4 ) K5
20
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I Lineare Gleichungssysteme
(o}

4 Anwendung linearer Gleichungssysteme

Die sorgfaltige Planung von Abwassersyste-
men wird in Zeiten des Klimawandels immer
wichtiger. Leiten mehrere Rohre das Abwasser
ab, dann verteilt sich dieses nach bestimmten
Kriterien auf die Rohre. Uberlegen Sie, welche
Kriterien dies sein kdnnten.

In Bereichen wie Technik, Naturwissenschaften und Wirtschaftswissenschaften gibt es Probleme,
die man mithilfe linearer Gleichungssysteme I6sen kann. Das folgende Beispiel zeigt, wie man
dabei vorgehen kann.

Bei der Planung eines Abwassersystems im Geldnde muss man berlicksichtigen, dass das Wasser
dem naturlichen Gefélle entlang flief3t.

In den Punkten A und B auf der Karte mit
Hohenlinien flie3t Wasser in ein unterirdisches
Abwassersystem hinein und gelangt tber
insgesamt 5 Leitungen zu den Punkten C

und D, wo 500 [/min bzw. 300 /min abfliefien.
In A flieflen 600 |/min und in B 200 /min in
das Abwassersystem. Wegen des unterschied-
lichen Gefalles fliet von A nach D und von A
nach C jeweils doppelt so viel Wasser wie von
A nach B. Bestimmen Sie die Verteilung des
Wasserflusses auf die Leitungen.

1. Festlegen von Variablen fiir die gesuchten Grofien
X1, X2, X3, X4, X5 sind die Wasserstréme in den Rohren AB, AC, AD, BC und BD.

2. Aufstellen des LGS

Fur jeden Verzweigungspunkt ergibt sich eine Gleichung:
Arl X+ X+ X3 =600

B: Il —x4 + X4 + X5 =200

C: 1 X2 + Xy =500

D: IV X3 + x5 =300

Hinzu kommen: V x, =2x4 und

VI x3=2x4

3. Losen des LGS

Die Gleichung von |V ist Uberflissig. Sie ergibt sich aus | + Il = Ill. Durch Einsetzen von x, = 2x4
und x3 =2x4 ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

la 5% =600

lla =xq+ x4+ x5 =200

Illa 2xq + X4 =500

Daraus erhilt man die Losungsmenge L = {120; 240; 240; 260; 60}.

4. Interpretation der Losungsmenge

Das Wasser verteilt sich aufgrund des Gefilles so, dass von A nach B 120(/min, von A nach C und
von A nach D jeweils 2401/min, von B nach C 260(/min und von B nach D 60/min flieBen.

21
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O
Vorgehensweise beim Lésen von Anwendungsaufgaben mithilfe linearer Gleichungssysteme:
1. Fur jede gesuchte Grof3e eine Variable festlegen.
2. Aufstellen des zugehorigen Gleichungssystems.
3. Losen des linearen Gleichungssystems.
4. Interpretation der Losungsmenge.
—O0

Beispiel Anwendung
Fiir Diingeversuche soll aus drei Diingesor- A B c
ten, die jeweils unterschiedliche Mengen an Kalium 40% 30% 50%
Kalium, Stickstoff und Phosphor enthalten, Stickstoff 50% 20% 30%
e'me r‘meue Mischung hergestellt werden. Wie Phosphor 10% 50% 20%
viel Kilogramm von A, B und C muss 1kg der Fio 1

18.
Mischung enthalten, wenn sie 40% Kalium, s
35% Stickstoff und 25% Phosphor enthalten soll?
Losung
1. Durch Einfiihren von Variablen lassen sich X1: Menge von A in kg
die beschriebenen Abhangigkeiten X,: Menge von B in kg
mit Gleichungen beschreiben. x3: Menge von C in kg
2. Man erhélt folgende Gleichungen:
1kg der Mischung enthalt 0,4 kg Kalium | 04xq4+03x,+05x3=04
1kg der Mischung enthélt 0,35kg Stickstoff | 05x1+02x,+0,3x3=0,35
1kg der Mischung enthalt 0,25kg Phosphor 11 0,1%xq +0,5%, + 0,2x3 = 0,25
3. Losung des LGS:
| 04x,+0,3%x,+05x%x3=04 la=1-4-1l
Il 0,5x4+0,2x, + 0,3%x3 =0,35 lla=11-5-1ll
I110,1x4 + 0,5%, + 0,2x5 = 0,25
la -1,7%,-03x3=-0,6 Ib=7-1-3-1l Ib -5 X, =-15
Ila -23x%x,-0,7x3=-0,9 Ila -23%x,-0,7%x3=-09
Il 01x4+0,5%, +0,2x5 = 0,25 I10,1x4 + 0,5%, + 0,2x5 = 0,25
Daraus erhélt man L = {(0,4; 0,3; 0,3)}.
4. Losungsmenge interpretieren: Von Sorte A benstigt man 0,4kg, von Sorte B

0,3kg und 0,3 kg von Sorte C.

Aufgaben

O 1 Der tégliche Nahrungsbedarf eines Er-
wachsenen betragt pro kg Kérpergewicht 5g
Kohlenhydrate, etwa 0,9g Eiweifs und 1g Fett.
Wie kann ein Erwachsener mit 75kg Kérper-
gewicht mit Kabeljau, Kartoffeln und Butter
seinen tdglichen Nahrungsbedarf decken?
Rechnen Sie mit 400g Kohlenhydraten, 75g
Eiweif} und 75g Fett.

Erndhrungsiehre - Die Néhrstoffe

100 g Kabeljau:
Eiweif} 16,5g
Fett04g

Kohlenhydrate 0,0 g

100g Kartoffeln
EiweiB 20g <5
Fett02g O

Kohlenhydrate 20,9g

100 g Butter:
Eiweif3 0,8 g
Fett 82,0g

Kohlenhydrate 0,7 g

Fig. 2
O 2 Die Quersumme einer dreiziffrigen Zahl ist gleich dem Dreifachen der ersten Ziffer. Die Summe
der ersten und dritten Ziffer ist gleich der zweiten Ziffer. Die zweite und die dritte Ziffer ergeben
zusammen 8. Bestimmen Sie die Zahl.
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| Lineare Gleichungssysteme
(o}

m O Losungen | Seite 231

O 3 Im Versuchslabor eines Getrankeherstellers
soll aus den drei angegebenen Mischge-
tranken A, B und C in Fig. 1 eine neue Sorte
PLOP mit 50% Fruchtsaftgehalt gemischt
werden.

a) Wie viele cm3 der Sorte C kénnen fiir 1 Liter
PLOP héchstens verwendet werden?
b) Wie kann man 1 Liter PLOP mit 20%

C
Fruchtgehalte:
Ananas 5%
Kirsche 15%
Maracuja 30%

-\ \Fruchtgehalte:
Ananas 10%
Kirsche 20%
Maracuja 10 %

Maracuja 5%

Maracujaanteil aus den drei Sorten Fig.1
mischen?

O 4 Bei einem Uberlebenstraining wird auf drei Konzentrat A B c
Sorten A, B, C Konzentratnahrung zurtick- Eiweifd 5g 10g 7g
ge.grif'fen. Jt.eder Konzentratwiirfel wieg 50 g Kohlenhydrate 40g 30g 30g
Wie k?nr) ein Erwachsener (75kg) damit sei- . 5g 10g 13g
nen taglichen Nahrungsbedarf (400 g Kohlen- fio 2

ig.

hydrate, 75g Eiweif3, 75 g Fett) decken?

@ 5 Untersuchen Sie mithilfe eines linearen Gleichungssystems, ob man aus Hartblei (91% Blei, 9%
Antimon) und L6tzinn (40% Blei, 60 % Zinn) eine Bleilegierung mit 80% Blei, 15% Zinn und 5%
Antimon herstellen kann. Bestimmen Sie gegebenenfalls die Mischungsanteile.

@ 6  Ein Schwimmbecken kann durch drei Leitungen gefiillt werden. Um das Schwimmbecken zu
flllen, bendtigen die beiden ersten Leitungen zusammen 45 Minuten. Die erste und dritte Lei-
tung brauchen zusammen eine Stunde. Die zweite und dritte Leitung schaffen es gemeinsam in
eineinhalb Stunden. Wie lange braucht jede Leitung alleine zum Fiillen? Nach wie vielen Minuten
ist das Becken gefiillt, wenn alle drei Leitungen zusammen benutzt werden?

m lo} Lésung | Seite 232

7 Beim Bau eines Hotels werden 70 Zimmer geplant. Es sind Einzelzimmer, Doppelzimmer und
Dreibettzimmer vorgesehen. Insgesamt soll Platz fiir 135 Personen sein. Wie viele Zimmer von
jeder Kategorie gibt es, wenn die Anzahl der Einzelzimmer zusammen mit der Anzahl der Drei-
bettzimmer gleich der Anzahl der Doppelzimmer sein soll?

® 8 Bei einem Automodell sind die Servolenkung S und die Klimaanlage K Sonderausstattungen. Bei

100000 ausgelieferten Autos wurde S 65100-mal und K 12 600-mal eingebaut.

a) Warum lasst sich aus den Angaben noch nicht schliefien, wie oft weder S noch K, nur S, nur K
oder beide Sonderausstattungen eingebaut wurden? Stellen Sie ein Gleichungssystem fiir die
vier moglichen Ausstattungskombinationen auf.

b) Welche Mindestzahl an Kaufern wéhlten keine Sonderausstattung?

c) Wie viele Kaufer wahlten keine Sonderausstattung, wenn K stets mit S bestellt wurde?

o] Grundwissen
Seite 216
9 Bestimmen Sie die Lésungen. Lésung | Seite 232

) V2x+5 =1 D) x2+1=x-2 ) Vx+2=V-x
d)yV3-2x =x e) x =V2x +15 IR vy}

4 Anwendung linearer Gleichungssysteme 23
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Bei der Herstellung von chemischen Produkten wie z.B. Verdiinnun-
gen, Mineraldlen oder Arzneimitteln missen Stoffe miteinander
gemischt werden. Fir einfache Mischungsrechnungen haben die
Chemiker eigene mathematische Methoden entwickelt, die sich auf
das Losen linearer Gleichungssysteme zuriickfiihren lassen.

Problem
Aus 10 %iger und 45 %iger Essigsaureldsung soll 30 %ige Essigsdure-
|6sung hergestellt werden.

Erarbeitung
Man mischt 30 -10 = 20 Anteile der 45%igen Essigsaurelésung mit 45 - 30 =15 Anteilen der
10 %igen Essigsdurelosung. In der Chemie berechnet man dies mit dem Mischungskreuz.

Beispiel: Allgemein (b > a):

Gegeben: 10% 15 Anteile Gegeben: a% (b = x) Anteile
~N

Gesucht: 30% Gesucht: X%

Gegeben: 45%/ \’\20 Anteile Gegeben: b% -7 \’\(x - a) Anteile

Beweis:

Man mischt eine 10 %ige Losung der Masse m, mit einer 45 %igen Losung der Masse my, und

erhélt eine 30 %ige Losung der Masse m,.

Wegen der Erhaltung der Masse gilt:

Im Beispiel: Allgemein: Man rechnet mit der
Fiir die Losung Masse, weil sich das

| m.+me=m I m.+m.=m Volumen beim Mi-

a b X o . . ca b X schen &ndern kann.
Fur die darin gel6ste reine Essigsdure

10 45 _ 30 =10-11 - a2 b o x =100 -
I 300Ma + 300 Mb = 790 ™Mx 1@ =10-11-1 I 209Ma * 300 Mb = 700 Mx lla="7"-11-1
I my+mp=m, I my+mp=m,
b-a x-a
Ila3,5my = 2m, lla=3=m, =~5"m,
Aus lla erhalt man my, = %mx; Aus lla erhélt man my = $=Sm,;
eingesetzt in | ergibt sich eingesetzt in | ergibt sich
20 15 x-a b -x
Mg = My = 35My = 35My. Ma =My = - aMx = =g Mx-
Esist also m,:my =15:20. Esistalso m,:my = (b -x):(x - a).
Ergebnis

Man mischt (b - x) Anteile der a%igen Losung mit (x —a) Anteilen der b %igen Losung.

1 a) Ein Liter 85%ige Salzs&ure soll mit Wasser so verdiinnt werden, dass sich 15 %ige Salzséure Das Mischungs-
ergibt. Wie viel Wasser muss man zufiigen? kreuz kann auch auf
b) Es soll 90%ige Schwefelsdure mit 15%iger Schwefelséure so verdiinnt werden, dass sich lef';:;)g;:; Tlifgen
30%ige Schwefelsdure ergibt. Wie viele Anteile muss man jeweils nehmen? angewendet werden,

die mit einem LGS mit
2 Ein Kaseaufschnitt besteht aus Edamer und Gouda. Dabei kosten 100g Edamer 2,80€ und 100g ~ zwei Unbekannten
Gouda 2,40€. Der Aufschnitt soll zum Preis von 2,50 € fiir 100 g verkauft werden. Welche Anteile gelost werden konnen.
Edamer und Gouda muss er dann enthalten?
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| Lineare Gleichungssysteme

O —O
O 1 Bestimmen Sie die Lésungsmenge des LGS. o Losungen | Seite 232
a) 2x1 - 3%, =19 b) x4+ x,+4x3=14 c) 3x;—2X,+5x3= 8
4X1 _8X3=20 2X1+ X2+2X3=10 6X1+5X2—2X3= -5
5X2_4X3=_7 5X1+2X2+3X3=18 9X1_3X2— X3=_31
O 2 Bestimmen Sie die Lésungsmenge des LGS.
a) Xi+t2x,—- X3= 4 b) 2xq =%, +4x3=0 C) X1+ Xy =0
2X1“ X2_2X3=_2 3X1+X2+ X3=5 X2+X3=0
O 3 Bestimmen Sie die Lésungsmenge des LGS.
a) xit+t 3x,= 5 b) 2x4+3x,= 0 ) 2xt3x,= 6
_X1+ 5X2=11 X1_5X2=11 _6X1_9X2=_18
X1+10X2=19 X1~ X3 = 3 6X1+9X2= 18
O 4 Bestimmen Sie die Lésungsmenge des LGS.
a) 2xq + Xy + x3 =201 b) 2,01xq + X5 + x5 = 201 c) 1,99x1 + x5 + x3 =201 Beachten Sie:
X1+ X3 = 200 X4 +x3 = 200 X1 + X3 = 200 Geringe Unterschiede
- = _ - _ _ kdnnen grofie
Xz + X3 = 200 Xz + X3 =200 Xz + %3 =200 Auswirkungen haben.
O 5 Bestimmen Sie zwei verschiedene Darstellungen der Lésungsmenge des LGS.
a) X4 = 2Xy;— X3+3x,=0 b) 2xq+5x,+ X3— X4=0 C) 5x1+3xyt x5+ x4=0
X2+3X3+2X4=0 2X2‘3X3+2X4=0 2X2_X3+3X4=0
O 6 Geben Sie ein LGS mit der Lésungsmenge L an.
a) L={(r+4s; 3r; -2r+s)|r,s€R} b) L={Q2r+7s; 5r+3s;r;s)|r,seR}
¢) L={(r+3; 4r+5)|reR} d) L={lr+1 r+3; -r+2)|reR}
@ 7 The college jogging team goes through jogging shoes like water. The coach usually orders three
brands of jogging shoes which they obtain at cost: Gauss, Roebecks and K Scottish.
Gauss cost the team $50 per pair, Roebecks $50 and K Scottish $45. One year, the team went
through a total of 120 pairs at a total cost of $5,700. Given that the team went through as many
pairs of Gauss as Roebecks, how many pairs of each brand of jogging shoes did they use?
@ 8 Bestimmen Sie eine Darstellung der Lésungsmenge L und priifen Sie, ob T =L gilt.
a) 2x1+t4xy = X3~ X4,=0 b) X{ =X+ X3-x4=0
X2+X3+2X4=0 X1+X2‘2X3 =0
T={(-7r; 3r;-2r; 0)|reR} T={(s;-6r+s;-3r+s;3r+s)|r,se€R}
@ 9 Eine vierstellige positive ganze Zahl n hat die Quersumme 20. Die Summe der ersten beiden
Ziffern ist 11, die Summe der ersten und letzten Ziffer ebenfalls. Die erste Ziffer ist um 3 grofier
als die letzte Ziffer. Bestimmen Sie die Zahl n.
@ 10  Fiir medizinische Untersuchungen werden bestimmte Medikamente verabreicht, die anschlie-

o [

fBend im Korper abgebaut werden. Die Konzentration in $ im Blut l&sst sich durch den Funkti-
onsterm f(t)=a-t-e*t mit a>0 und k>0 beschreiben. Hierbei ist t die Anzahl der Stun-
den nach der Verabreichung des Medikaments. Bestimmen Sie die Werte fiir a und k, wenn der
hochste Wert der Konzentration 27$ betrdgt und 3 Stunden nach der Einnahme erreicht wird.
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Folgende Aufgaben stammen aus der ,Vollstandigen Anleitung zur Algebra” von Leonhard Euler.

Stellen Sie jeweils ein Gleichungssystem auf und I6sen Sie dieses.

a) ,Ein Maulesel und ein Esel tragen jeder etliche Pud. Der Esel beschwert sich liber seine Last,
und sagt zum Maulesel, wenn du mir ein Pud von deiner Last gébest, so hatte ich zweimal so
viel als du. Darauf antwortet der Maulesel, wenn du mir ein Pud von deiner Last gébest, so
hatte ich dreimal so viel als du. Wieviel Pud hat jeder getragen?”

b) ,Eine Gesellschaft von Mannern und Frauen sind in einem Wirtshaus: Jeder Mann gibt
25 Groschen, jede Frau aber 16 Groschen aus, und es stellt sich heraus, dafd sémtliche Frauen
einen Groschen mehr ausgegeben haben als die Ménner. Wie viele M@nner und Frauen sind
es gewesen?”

c) ,Drei Leute haben ein Haus gekauft fiir 100 Rthlr; der erste verlangt vom anderen die Hélfte
seines Geldes, weil er dann das Haus allein bezahlen kénnte; der andere begehrt vom drit-
ten % seines Geldes, um das Haus allein bezahlen zu kénnen; der dritte begehrt vom ersten %
seines Geldes, um das Haus allein bezahlen zu konnen. Wieviel Geld hat nun jeder gehabt?”

d) ,Jemand kauft 12 Stiick Tuch fiir 140 Rhtlr, davon sind 2 weif3, 3 schwarz und 7 blau. Nun koste
ein Stiick schwarzes Tuch 2 Rhtlr. mehr als ein weies, und ein blaues 3 Rhtlr. mehr als ein
schwarzes. Die Frage ist, wieviel kostet jedes?”

Aus einem etwa 2000 Jahre alten chinesischen Mathematikbuch: ,Jemand verkauft zwei Biffel
und fuinf Hammel, und er kauft 13 Schweine; dabei bleiben 1000 Miinzen (brig. Verkauft er drei
Biiffel und drei Schweine, so kann er genau neun Hammel kaufen. Verkauft er sechs Hammel
und acht Schweine, so fehlen ihm noch 600 Miinzen, um funf Biiffel kaufen zu kénnen. Wie viel
kostet ein Buffel, ein Hammel, ein Schwein?”

Fur die Innenwinkel o, B, y eines Dreiecks gilt: o ist doppelt so grof3 wie B und B ist um 20° gro-
f3er als y. Bestimmen Sie die Grofie von o, B, y.

a) Auf einem Hof sind Enten, Hiilhner und Kaninchen mit zusammen 120 Fiifsen und 36 Képfen.
Es sind doppelt so viele Hihner wie Enten. Wie viele Enten, Hiihner und Kaninchen sind es?

b) Jemand kauft Ganse zu je 10 Groschen, Hiihner zu je 5 Groschen und Kiiken zu je 1 Groschen,
insgesamt 50 Stick fiir 100 Groschen. Wie viele Ganse, Hiihner und Kiiken werden gekauft?

Zwei dltere Ehepaare sind zusammen 290 Jahre alt. Die Ménner sind zusammen 10 Jahre alter
als die Frauen. Die Frauen sind gleich alt. Man schreibe ein Gleichungssystem auf und gebe
mogliche Lésungen an.

Mit Briefmarken zu 10, 20, 30 und 50 Cent soll ein Portobetrag von 3 Euro zusammengestellt
werden. Wie ist dies mit genau 10 Briefmarken moglich?

Fur die Verkaufszahlen eines neuen Produktes ermittelt man die folgenden Werte.

Woche 1 2 3 4 5 6
verkaufte Stiickzahl 36 61 79 94 108 17

Man vermutet, dass sich die abgesetzte Stlickzahl pro Woche durch den Funktionsterm

f) =5y - 18 beschreiben lasst.

a) Bestimmen Sie a und b mit Werten der ersten und letzten Woche. Runden Sie a und b auf
ganze Zahlen. Welche Stiickzahl kann man in der 15. Woche erwarten?

b) Benutzen Sie jetzt die Werte der 3. und 4. Woche, um a und b zu bestimmen. Um wie viel

Prozent weicht der damit bestimmte Wert fir die 15. Woche von dem aus Teilaufgabe a) ab?
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@ 18 Ein kleines Kreuzfahrtschiff hat doppelt so viele Passagiere wie Kabinen. Die Anzahl der
Passagiere zusammen mit der Anzahl des Servicepersonals ist um 30 weniger als die dreifache
Anzahl der Kabinen. Die Anzahl der Kabinen, der Passagiere und des Servicepersonals betragt
zusammen das Fiinffache des Alters des Kapitans. Die Anzahl der Kabinen und des Service-
personals zusammen mit dem Alter des Kapiténs Ubertrifft die Anzahl der Passagiere um 20.
Berechnen Sie die Anzahl der Kabinen, der Passagiere, des Servicepersonals und das Alter des

Kapitans.
® 19 Die sehr widerstandsfahige Aluminium- A B C

legierung Dural ‘enthalt aufler AIum|n|um'b|s Alurminiam 96,0% 93,0% 932%

zu 5% Kupfer, bis zu 1,5% Mangan und bis zu R . R

1,6% Magnesium. Kupfer 25% 4,0% 39%

a) Welche Legierungen mit 95% Aluminium Mangan 11% 14% 12%
und 3% Kupfer lassen sich aus den drei Magnesium 0,4% 1,6% 1,7%
Duralsorten A, B, C in Fig. 1 herstellen? Fig. 1

Geben Sie eine Beschreibung mithilfe einer Losungsmenge.
b) Lasst sich aus den Duralsorten A, B, C eine Legierung herstellen, die 95% Aluminium,
3% Kupfer, 1,2% Mangan und 0,8 % Magnesium enthalt?

® 20 Alpaka (Neusilber) ist eine Legierung aus Kup- | n m v
fer, Nickel und Zink. Aus den vier in dgr Tabelle Kupfer 40% 50% 60% 70%
angegebenen Sorten kann auf verschiedene
Arten 100 g Alpaka mit einem Gehalt von 55% Hike 26% 2% 25% 18%
Kupfer, 23% Nickel und 22 % Zink hergestellt Zink 34% | 28% @ 15% | 12%
werden. Bestimmen Sie die Legierungen mit Fig. 2

dem grofiten und dem kleinsten Anteil von Sorte IV.

® 21 Bei einem Geviert aus EinbahnstraRen (Fig. 3) 1 140
sind die Verkehrsdichten (Fahrzeuge pro Stun- oo v
de) fir die zu- und abflielenden Verkehrs- «——200— D ¢<——x3 C <100 ——
stréme bekannt. Stellen Sie ein LGS fur die
Verkehrsdichten x4, X5, X3, X4 auf und bearbei- T
ten Sie folgende Fragestellungen: o %

a) Ist eine Sperrung des Strafenstiicks AD
ohne Drosselung des Zuflusses moglich?
b) Welche ist die minimale Verkehrsdichte auf

dem Strafdenstiick AB? —200— A Xj——> B —300—>
c) Welche ist die maximale Verkehrsdichte auf 4’(1)‘0 2(')0
dem Straf3enstiick CD? 1
Fig.3
® 22 In einem elektrischen Schaltkreis ist die K
000 | - =000 |
Summe aus den in einen Knoten flieBenden 100Q [——-¢——-] 300

Stromen gleich der Summe der aus dem Kno-
ten herausflieBenden Strome. Ebenso ist die
Summe der Spannungen in jeder Masche Null. M M
Nach dem ohmschen Gesetz gilt fiir jeden v 1 e 2

Widerstand U =R - |. Stellen Sie insgesamt
I3
Test

drei Gleichungen fiir den Knoten K und die

Maschen‘ M; und M? auf und berechnen Sie 5500 ] M2 0001
daraus die Stromstérken 14, I, I5. [ 209% | [ 2202 ] & Kopiervorlage
Fig. 4 Check-out
i9962n
Training 27
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| Lineare Gleichungssysteme

Gauf3-Verfahren zum Losen linearer Gleichungssysteme mit n Variablen
1. Man eliminiert mithilfe einer Gleichung durch Aquivalenzumformun-

gen die Variable x4 aus allen anderen Gleichungen.

2. Mit den restlichen Gleichungen verfdhrt man nun schrittweise ge-
nauso fiir die Variablen x,, X3, ..., X,

3. Man I6st die Gleichungen der Stufenform schrittweise nach den
Variablen x,, ..., X5, X1 auf.

Dann bestimmt man die Lésungsmenge.

Um Schreibarbeit zu sparen, kann man ein lineares Gleichungssystem
als Matrix angeben.

Losungsmenge

Man bestimmt die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems,

indem man es durch Aquivalenzumformungen in Stufenform bringt.

- Entsteht dabei eine Gleichung, die keine Losung hat, so ist die
Losungsmenge leer.

- Kann man fiir eine Variable einen Parameter einfiihren, dann gibt es

unendlich viele Losungen.

- In allen anderen Féllen kann man durch Riickwartseinsetzen genau

eine Losung bestimmen.

Anwendungen linearer Gleichungssysteme.

Lésen von Anwendungsaufgaben mithilfe linearer Gleichungssysteme:

1. Festlegen von Variablen fiir die gesuchten Grofien
2. Aufstellen des linearen Gleichungssystems

3. Losen des linearen Gleichungssystems

4. Interpretation der Losungsmenge
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| Xq t X2_2X3= 0
1] _2X1+3X2+ X3=9”a=“+2'|
Il 3x;+8x,-7x3=13 llla=1ll-3-]

| X1+ Xy =2x3=0
Ila 5X, = 3%x3=9
Illa  5x,- x3=13 lllb=Illa-lla
| X1+ Xy = 2x3=0
Ila 5X, = 3x3=9
b 2x3 =4

2X1_X2+7X3=11

—4x, +4x3=-8
0= 2

L={}
2X1 =Xy +7x3=12
—4x, +4x3=-8
0= 0

L={(7—3t; 2+t t)ltE[R}

2X1 =Xy +2x3 =11
—4x, +4x3=-8
5x3=15

L={(5; 5 3)}

Ein Dreieck hat einen Umfang von 18 cm, die
beiden kiirzeren Seiten sind zusammen 2cm
langer als die langste. Diese ist 4cm langer als
die kirzeste.

1. Die Seitenldngen heiflen a, b, ¢

2.1 atb+c=18
I —a+b+c=2
I a -c=4

3. Losungist a=8; b=6; c=4.
4. Das Dreieck hat die Seitenlangen 8cm,
6cm und 4cm.
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I Lineare Gleichungssysteme

P
—

o=

Runde 1 (o] Losungen | Seite 234

1 Losen Sie das LGS mit dem GauR-Verfahren.
X1 Xy + 2)(3 =-12
4)(1 + 2)(2 + X3 = -1
_X1+3X2_ X3 = 11

2 Geben Sie ein LGS an, das die Lsungsmenge L ={({t; 2t-1; t); teR} hat.
Weisen Sie dies durch eine Probe nach.

3 Bestimmen Sie die Lésungsmenge des LGS.
2X1+ 2%y = 3x3=0
5xq+4x,+4x3=7
X1 +10x3 =3

4 Ein deutscher Automobilhersteller produziert einen Geldndewagen in den USA, Mexiko und
Deutschland zum Verkauf in den USA. Insgesamt kann er 1,5 Mio. der produzierten Fahrzeuge
in die USA verkaufen. Die Importe in die USA sollen die Hélfte der dort verkauften Fahrzeuge
ausmachen. Wegen der hohen Uberfiihrungskosten sollen in Amerika (USA + Mexiko) doppelt so
viele Fahrzeuge fiir die USA produziert werden wie in Deutschland. Wie ist die Produktion auf die
drei Lénder aufzuteilen?

Runde 2 (o] Losungen | Seite 235
7
5>
2

X1_2X2+5X3=0
4xq+ Xp = 7x3=9

102
1 Bestimmen Sie die Lésung des LGS: <1 01
1710

2 Bestimmen Sie die Lésungsmenge des LGS:

3 Wahr oder falsch? Begriinden Sie lhre Entscheidung.
a) Hat ein LGS weniger Gleichungen als Variablen, dann hat es nie genau eine Lésung.
b) Hat ein LGS mehr Gleichungen als Variablen, dann ist seine Lésungsmenge leer.
c) Hat ein LGS mehr als eine Losung, dann hat es unendlich viele Losungen.

4 a) Bestimmen Sie die Losungsmenge des LGS mit der einzigen Gleichung 2x4 + x, =3 und
veranschaulichen Sie die Lésungsmenge in einem x4x,-Koordinatensystem.

2x,+ %X, =3

2%y =Xy =1

eine allgemeine Aussage Uber die Losungsmengen von linearen Gleichungssystemen mit

zwei Variablen her.

b) Erlautern Sie, warum das LGS eine eindeutige Losung besitzt. Leiten Sie daraus

5 Bei dem Viereck ABCD in Fig. 1 sind gleich
gefarbte Winkel gleich grof. Bestimmen Sie
die Grof3e der Winkel o, B, y, & des Vierecks,
wenn gilt:

a) o ist doppelt so grofd wie B und die Winkel-
summe von 3 und & ist gleich 2y,

b) o ist um 40° kleiner als § und die Winkel-
summe von B und 9 ist gleich 4. A Fig.1

29
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Check-in Kapitel |

Schétzen Sie sich mithilfe der Checkliste ein.

© e 0B Lerutipps
1. Ich kann lineare Gleichungen losen. D
zu 1. und 2.
2. Ich kann die Losungsmenge einer linearen Gleichung angeben. l:l (S;r!{[nd;;ssen,
elte
3. Ich kann lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen losen. D
4. Ich kann aus einem Text Informationen iibernehmen und diese mithilfe l:I
von Variablen algebraisch ausdriicken.
Uberpriifen Sie Ihre Einschitzungen. & Kopiervorlage
Checkliste
O 1 Lineare Gleichungen Iésen 2ck9cp
Bestimmen Sie die Losung der linearen Gleichung. & Lsungen | Seite 270
a) 2x+3=7-3x b) 5x -4 =6(1-x) +12 Q) 4(x-3)+1=-5(2+x)+8 suneen el
O 2 Lésungsmenge einer linearen Gleichung bestimmen
Bestimmen Sie die Loungsmenge der Gleichung.
a) 2x+1)=x-1) b) x+2=3+x c) 3(x+5)=2x+15+x
O 3 Lineares Gleichungssystem mit zwei Variablen lésen
Bestimmen Sie die Losung des linearen Gleichungssystems.
a)y=5x+1 b) x+4y =14 c) 2x-3y=-5
y=7x-3 x=-3y=10 4x-2y= 2

O 4 Textaufgabe algebraisch formulieren
Die Familien Schmitz und Wagner méchten zusammen in den Urlaub fahren Dazu mieten sie
ein Ferienhaus fiir drei Wochen. Leider hat Herr Schmitz nur zwei Wochen Urlaub und deshalb
kdnnen sie das Haus nur zwei Wochen gemeinsam nutzen. Fiir die letzte Woche tibernimmt also
Familie Wagner die kompletten Kosten. Zur Anreise haben sie ein Gruppenticket bei der Bahn
gebucht. Fam. Schmitz sind 4 Personen, Fam. Wagner sind 3 Personen.
Familie Schmitz zahlt insgesamt 1100€ und Familie Wagner 1700 €.
Wie viel hat die Ferienwohnung und wie viel hat das Gruppenticket gekostet?
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Seite 20
(o]
13
a) Keine Losung. b) L={(1;1;-2)|teR}
Seite 11 0 L={-t-2t5t+5)|teR]
[e] o
4 14
a) (0; 5;11; -10) b) (1;1,-1-1 o (1;2,3,4) Individuelle L&sung, zum Beispiel:
. X1+t Xy = 2x3= 0
oSelte 12 o @ X - X5 = -1
7 X1 = Xg = 2
a) (2; 2; 1; 0) b) (0; 1; O? 1)
X1 + Xy + X3 = 0
? b) Xp + X3 = 0
)a-b ) st(-2t-5) ; § 2%+ Xy + X3 =0
Seite 15 X1- Xyt X3 = 4
o O ) 2X —X +Xx3= 7
7 1 Xy = X3 = -1
a) 410 b) (3:3:0) 9 (7:-%:2)
20
8
1 L ={1,25} ) L={-55) o L=
-2:1;2 b) (11;,-9; 5 1; 0; 14
a) (-2,1,2) ) (11:-9:7) o (1;0;14) -6 L bireREZ H L-()
Seite 16 .
o o _Seite 23
(o]
12 3
;=% b) (-2;1; 5 2;2; -4
3 (4;-%0) ) €2%:5) 9 228 a) 1.Variablen einfiihren: Anteil A: x,
15 Anteil B: x,
)(3_2 - % | - x2 Anteil C: x3
< 3=2x . . X + Xy + X3 =1
o x-15 2. Gleichungen aufstellen: 0,5% + 04x, + 0,6%; = 0,5
L={15} 3. Lésung: X1 =1 - 2%5 %o = X3
x+2=3 - x 4. Ergebnis interpretieren:
249y = ; Da x4; Xp; X3 2 0 sein muss, folgt x3 < 0,5. Es kdnnen hochs-
g X x= tens 500cm? der Sorte C verwendet werden.
& x2+2x-3=0
L={-31 X+ X+ Xz =1
%+ x% = % [-x3 b) Gleichungen aufstellen: Xq + 0,4x, + 0,6x3 = 0,5
0,05x; + 0,1%, + 0,3x3 = 0,2
2 -
g 2x5+6=7x Losung: X1 =0; X=0,5 x3=0,5
o 2x2-7x+6=0 L ;
B~ Ergebnis interpretieren:
X1,2 = L 41?_J Mit je 500cm? der Sorten B und C kann man 11 PLOP mit 20%
L={15;2} Maracujaanteil mischen.
4
Seite 19 1. Variablen einfiihren: Anzahl A: x4
° © Anzahl B: x,
Anzahl C:
a) L={4%-2-2) b) Keine L&sung. nzahl C: X
o L={-t-1 2t-1 DIteR] 5x, + 10% + 7x3 = 75
7 2. Gleichungen aufstellen: 40x1 + 30x; + 30x3 = 400
a) L={18-17t; 7t- 6; D|teR) 5% +10x; + 13x3 = 75

b) Keine Losung. 3. Losung: X1=7; Xp=4; Xx3=0

L={(-6t+1; 9t+1; 5t)|teR
9 ( ' al } 4. Ergebnis interpretieren:

Um seinen téglichen Nahrungsbedarf zu decken, benétigt ein
Erwachsener 7 Wiirfel A und 4 Wurfel B.

Lésungen 231
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o [

7
Anzahl der Einzelzimmer sei x, Anzahl der Doppelzimmer sei y und
Anzahl der Dreibettzimmer sei z. Dann gilt

I x+ y+ z= 70 x+ y+ z= 70
I x+2y+3z2=135 lla =1l - | y+2z= 65;
Mx=- y+ z= 0 Illa=1l-1 -2y =-70

y =35 z=15; x=20.
Es sind 20 Einzelzimmer, 35 Doppelzimmer und 15 Dreibettzimmer.

9

V2x+5=1 1()2

2x+5=1, also x=-2

Eine Probe bestatigt das Ergebnis.
Vx2+1=x-2 [()?
x2+1=x2-4x+4

< 4x =3, also x=0,75

Eine Probe zeigt, dass dies keine Losung ist.

Vx+2 =V-x [()2
X+2=-x

& 2x=-2, also x=-1
Eine Probe bestatigt das Ergebnis.
3-2x =X [()?

3-2x=x2
< x2+2x-3=0

X1’2 = —3; 1
Eine Probe zeigt, dass x4 = -3 keine Losung und x, =1 eine
Losung ist.
x=V2x+15 1 ()2
x2=2x+15
x2-2x-15=0
X12 = -3; 5
Eine Probe zeigt, dass x; = -3 keine Losung und x, =5 eine
Losung ist.

f %=\/x+2 | -Vx
o x-1=VxVx+2 [()?2

X2 = 2x+1=x2+2x
& 4x-1=0, also x=%
Eine Probe zeigt, dass dies keine Losung ist.

Seite 25
(o] o]
1
a) L={(11;1; 3)} b) L ={(0; 6; 2)} o L={-2;3;4)}
2

a) L={(t; 2,t)|te[R}
b) L={1-t;2t+2;t)|[teR}
o L={t-tvIteR}

3

a) L={-12}

b) L={}

o L={B-15t DIteR}

232
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Seite 26
o

Text: Detlef Hoche

4
a) L={}

b) L ={(100; -100; 100)}
) L ={(-100; 100; 300)}

5

a) ZB. L={r(-5-3;1;0) +s(-7;,-2; 0; 1) |r,s€R} oder
L= {r(—12; -5;1; 1)+ 5(2; -1;1-1| S [R}

b) Z.B. L={r(-17;6; 4; 0) + s(3; =1, 0; ) [, s€R} oder
L= {r(—14; 5; 4; 1) + S(‘ZO; 7; 4; -1) I nLsSe [R}

¢) ZB. L={r(-1;1;2; 0) + s(7; =15; 0; 10) |, s€ R} oder
L= {r(6; -14; 2; 10) + S(—8; 16; 2; - 10) Irse [R}

6
a) X1~ 3%, —4x3=0
b) X1 = 2x3-7x4=0
X)=5%x3-3%4,=0
c) bxy—-x,=7
d) Xy + X3 = 5
X+ 4)(3 =9
7
X4: pairs Gauss,
Xo: pairs Roebecks,
x3: pairs K Scottish.

X1+ Xy t X3 = 120
LGS: 50xq + 50x, + 45x3 = 5700
X1 =X

L = {(30; 30; 60)}

8

a) L=1{r(5-2,2,0)+s(%-40;2)|r,sER}
L#+T, dazB. (9;,-4;0; 2)&T

b) L={r(1;3;2,00+s(1,-10; 2)|r,s€R}
L=T da (1;3;2;,0)=(1;1; 1;1)—%(0;—6;—3; 3) und
=102 = (11,11 + 3(0:-6;,-3; 3)

9
n = 7454

10

Fir f mit f(t) =a-t-e*t erhilt man mithilfe der Produkt- und
Kettenregel: f'(t)=a-ekt-a-k-t-e*t=(1-kt)-a-ekt

Aus den Angaben folgt: f(3) =27 und f'(3) = 0.

Damit ergibt sich: (1) 3-a-e3k=27 und

() (1-3k)-a-e3k=0.

Da a>0 und e3 >0 folgtaus (I) 1-3k=0 und daraus k = 3.
Aus () folgt damit a =9e.

Damit ergibt sich f(t)=9-e-t- e'%t. Der Graph von f hat an der
Stelle t=3 das geforderte Maximum.

1"
a) m: Anzahl der Pud des Maulesels,
e: Anzahl der Pud des Esels.
LGS: e+1=2(m-1)
m+1=3(-1)

_(n 13
L‘[sis
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o [

b) m: Anzahl der Méanner,
f: Anzahl der Frauen.

16f-25m =1
_1+25m
f="

Die Zahl 1+ 25m ist durch 16 ohne Rest teilbar, wenn gilt:
m=16n+7 mitn=0,1,2,3, ...
Losung mit der kleinsten Anzahl: m =7 und f=11.

X1 + %xz = 100
o LGS: X, + %3 = 100
X X3 = 100

d) w: Anzahl weif3er Tiicher,
s: Anzahl schwarzer Tiicher,
b: Anzahl blauer Ticher.
2w + 3s + 7b = 140
LGS: -w + s = 2
-s+ b= 3
_[(33 41 53
L={(Z % %))
12

b: Anzahl der Biiffel,
h: Anzahl der Hammel,
s: Anzahl der Schweine.

2b + 5h - 13s = 1000
LGS: 3b-9h+ 3s-= 0
-5b + 6h + 8s =-600

L = {(1200; 500; 300)}

13
o+ B+ y=180°
o -2 = 0°

B-v= 20°
L = {100°; 50°; 30°)}

14

a) e: Anzahl der Enten,

h: Anzahl der Hihner,

k: Anzahl der Kaninchen.
2e + 2h + 4k =120

LGS: e+ h+ k= 36
2e - h = 0

L= {4 8 24)}

4 Enten, 8 Hiihner, 24 Kaninchen

g: Anzahl der Ganse,

h: Anzahl der Hihner,

k: Anzahl der Kiiken.

10g + 5h + k =100
: g+ h+k= 50

L-{(-30 + £k 80 - 2k; k)| keR]

b

~

LGS

Da die Anzahlen positiv sein missen, folgt 38 < k < 44. Da au-
Berdem k durch 5 teilbar sein muss, bleibt nur k = 40. Es sind
also 2 Ganse, 8 Hiihner und 40 Kiiken.
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Text: Detlef Hoche

15
my, M, : Alter der Manner,
fy, o1 Alter der Frauen.
mqy+ my + i+ f, =290
LGS: my+m, - f; - f, = 10
fi-f,= 0
L = {(150 - k; k; 70; 70) | ke R}

16

x4: Anzahl der 10-ct-Marken,

X,: Anzahl der 20-ct-Marken,

x3: Anzahl der 30-ct-Marken,

X4: Anzahl der 50-ct-Marken.

Xt Xt X3t x,= 10

LGS: 10%; + 20%, + 30x3 + 50, = 300

L={(-10+3r+s;20-4r-2s;s;r)|r,seR}

Aus 20 -4r-2s=20 folgt 4r+ 2s < 20. Daraus folgt, dass r=5
sein muss.

Fur r=>5 lautet die Losungsmenge:

L= {(5 +5s;-2s;'s; 5)}

-2s ist aber fiur jede Einsetzung von s >0 negatiy, also keine
Losung moglich.

Fir r =4 lautet die Lésungsmenge:

L= {(2 +s;4-2s;s; 4)}

Fur s =1 erhdlt man (3; 2; 1; 4).

Fir s =2 erhédlt man (4; 0; 2; 4).

s 23 keine Losung.

Analog untersucht man die Losungsmenge fur r=3; 2; 1; 0.
Méogliche Aufteilungen:

X1 Xa X3 Xy
0 0 10 0
0 2 7 1
0 4 4 2
0 6 1 3
1 0 8 1
1 2 5 2
1 4 2 3
2 0 6 2
2 2 3 3
3 0 4 3
3 2 1 4
4 0 2 4

17

a) LGS: a- 36b= 350

6a - 702b = 1160

Losung: a = 419,63; b ~193

Wahle a =420 und b=2. f() - ‘oo,

f(15) =157,75; man wiirde fir die 15. Woche etwa 157 verkauf-
te Stlicke erwarten.

Lésungen 233
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3a - 237b = 780
4a - 376b = 930

Losung: a =~ 404,83; b=~1,83

b) LGS: a) Die Sperrung von AD fiihrt zu k=0 und damit zu x, = =100,
was aber nicht moglich ist.

b) Da k=300 gilt, ist die minimale Verkehrsdichte auf AB300, da
sonst x3 negativ wird.

c) Da k=100 gelten muss, damit x, nicht negativ wird, ist die

Verkehrsdichte auf CD maximal 200.

405x-10
2x-10

f(15) = 152,13; man wiirde fiir die 15. Woche etwa 152 verkauf-
te Stlick erwarten. Dies entspricht etwa 96,81% des Wertes aus

Wahle a =405 und b=2. f(x)=

a). 22
K Iy =1+ 13
. M, 1001, +10015 + 2001, = 10
oSelte 27 o M 3001, + 3001, = 10015
18 daraus ergibt sich das LGS
X4: Alter des Kapitans, | Iy = I, - I3= 0
Xo: Anzahl der Passagiere, Il 30014 +10015 = 10
X3: Anzahl des Servicepersonals, i 6001, - 10015 = 0
X4: Anzahl der Kabinen. | Iy - I, - I3=0
Xy = 2x,= 0 Ila=11-300I 3001, + 40015 = 10
LGS: ] Xo + X3 = 3X4 j -30 I 6001, - 10013 = 0O
Xp =X = X3~ X4= 0 | P Iy = I3=0
Xp =Xt X3+ x4 = 20 Ila 3001, + 40015 = 10;
L = {(50; 140; 40; 70)} Illa = 2lla -1l 90015 = 20
Der Kapitan ist 50 Jahre alt, es sind 140 Passagiere an Bord, das Man erhélt I3 = 92—0; I, = 2170; Iy = 2—;0.
Servicepersonal besteht aus 40 Personen und das Schiff hat Im Stromkreis fliefen die Strome 14, = 259mA; 1, = 3,7mA;
70 Kabinen. I3~ 222mA.
19
a) Xq; Xp; X3 sind die Prozentangaben fiir die Sorten A, B und C. Seite 29
96xq + 93x, + 93,2x3 = 95 oRunde1 °
LGS: 25x1 + 4x,+ 39x3= 3
X1t Xt X3 = 1 1
I Xq= X +2x3=-12
Losung: L = [(%‘%ti%‘%tit)ltem}~ I 4x: + 2;2 + x: = -1 lla=ll-4-1
Fir t gilt: Osts%, M =x1+3%x, - x3= 11 lla=Il+I
b) Xq; Xp; X3 sind die Prozentangaben fiir die Sorten A, B und C. :Ia % 6X;2 1_L 3:: ; 2;
96x1 + 93X, + 932x3 = 95 lNla 2%, + x3= -1 lllb=1la-3-llla
LGS: 25x% + 4x,+ 39%x3= 3 I X - X+ 2x3=-12
1%+ 14x + 12x3 = 1,2 lla 6% - Txs= 47
04x;+16x, + 1,7x3 =0,8 b ~10x; = 50
Losung: L= [(%, %; 0)] Aus IlIb erhdlt man x; = -5. Eingesetzt in Ila ergibt dies x; =2,
20 was in | eingesetzt x4 =0 ergibt.
Man erhélt das LGS: Losung: (0: 2; =5)
40x, + 50x, + 60x3 + 70x, = 55 2
26xq + 22xy + 25%3 + 18%, = 23 Individuelle Lésung, zum Beispiel:
34x) + 28xy + 15x%3 + 12x, = 22 I X=X+ X3= 1
L:[(_%+$ki%_gkg_;k:k)|kem] I 2% = %, =1 lla=1I-2-1

11 Xy — 2)(3 =-1
Da alle Anteile positiv sein missen, erhdlt man fur den Anteil k

I X=X+ x3= 1
der Sorte IV: ! 2 3

Ila Xy = 2X3 = -1
%sksz%. 1 Xy = 2x3=-1 llla=1lla-1lll
I X=X+ x3= 1
A hal ) Ila Xy = 2x3 = -1
Man erhélt das LGS.SOO lla 0= 0
+ =
21 + X % = 600 Man wahlt x5 =t. Daraus ergibt sich x, =2t-1 und x,=t.
1 4 =
X3 + X4 = 300
Xy + X3 = 200

L = {(600 - k; =100 + k; 300 - k; k) [k € R}

234
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3

(9]

Wahr. Laut Merkkasten auf Seite 17 hat ein LGS keine, genau

I 2X4+ 2%, - 3x3=0 eine oder unendlich viele Losungen.
Il 5% +4x,+ 4x3=7 lla=11-2-1
N xg + 10%, = 3 4

a) L={t3-20)IteR}, =t x,=3-2t
I 2%+ 2%, - 3x3=0 Ersetzt man den Parameter t, so erhdlt man: x, = -2x; + 3.
lla xq + 10x3 = 7 Der Graph ist eine Gerade mit der Steigung -2 und dem Ach-
I xq + 10x3 =3 llla=1l-1lla senabschnitt 3.

b) Jede der beiden Gleichungen hat fiir sich eine Losungsmenge,
| 2X1 + 2)(2 - 3)(3 =0 L . . s
la  x + 0% = 7 d!e sich als Graph eln.er C—‘feraden Yeranschaullchen |asst. Da
la 0=-4 die Geraden unterschiedliche Steigungen haben (2 und -2),
L=1} existiert ein Schnittpunkt. Dessen Koordinaten entsprechen der

eindeutigen Losung des LGS.

4 Ein Gleichungssystem mit zwei Variablen hat keine Losung,

x Fahrzeuge in USA, y Fahrzeuge in Mexiko, z Fahrzeuge in
Deutschland

| x+y+ z= 15

Il y+ z=075

Nx+y-2z= 0 Illla=I-1l

I x+y+ z= 15

wenn die zu zwei seiner Gleichungen gehdrenden Geraden
parallel sind (oder die Geraden bei mehr als zwei Gleichungen
verschiedene Schnittpunkte haben).

Die Losung ist eindeutig, wenn die zu den Gleichungen geho-
renden Geraden alle durch einen gemeinsamen Punkt gehen.
Die Losungsmenge ist unbegrenzt, wenn alle Gleichungen die
gleiche Gerade darstellen.

1l y+ z=075
llla 3z= 15 5
z=0,5 y=025 x=0,75 o+ B+ y+d=360°
In Deutschland sollen 500000, in Mexiko 250000 und in o -y = Q°
USA 750000 Pkw produziert werden. A LeS g -
Runde 2 B-2y+d= 0°
1 Lésung: o = 90% B =45% y=90% d =135°
I /1027 _ agne
||<1015> la=1-2-1I atBr y+d=360
m\11o0f2 o - Y = 0
b) LGS: .
( 102 ) o= =40
IIa 100 C4v+d= 0°
m\110 P-4y

Aus lla erhdlt man x4 =
X3 = 2.
Losung: (3; -1; 2).

3. Aus lll folgt x, =-1 und aus | folgt

Losung: o = 60°% B =100°% y=60°% & =140°

2
I X4 = 2%, +5x3=0
Hax,+ X -7x3=9 Ha=1-4-1
I x;—-2%x,+ 5x3=0 1 Seite 36
lla 9%, - 27x3 =9 llb=3lla o o
| x1—2x2+5x3=0 7
b Xo = 3x3 = 1 a) Xs g G
Man wahlt x5 =t. Dannist x,=1+3t und x, =2+t 4_/
Lésungsmenge: L={2+t; 1+3t; t)|teR}. 3 :
3 E 2 i F
a) Falsch. Gegenbeispiel: |
Xq + Xg + Xg =1 R ¢
0-5 1 _1'|2 T %
hat keine Losung. —'5 -2 - 0 1 2 ,'Ii + /5 é 7
b) Falsch. Gegenbeispiel: A
X1 =1 X1,/ B
Xt X =5 b) C(-21510), E21013), F(21513), G(=21513)
X1+ Xy =5

hat die Losungsmenge L =

{(1; B}
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